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Hinweis:

Beim ,Runden nach in-

nen” wird die untere
Grenze auf- und die

obere Grenze abgerun-

det. Das Intervall wird
kleiner.

e 4. Binomialverteilung

4.4 Prognosen mithilfe der Sigma-Regeln

m Die Abbildung zeigt die Ergebnisse der Bundestagswahl 2021.

Im Wahlkreis Berlin-Mitte wurden 152 513 Stimmen abgegeben.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass Union und
SPD jeweils zwischen p—20 und p+20 Stimmen erhielten.

b) In Berlin-Mitte bekam die Union 16 856 und die SPD 32133
Stimmen. Beurteilen Sie diese Ergebnisse mithilfe von a). m

Bundestagswahl 2021

257 %241 95

SPD Union Griine FDP  AfD Andere Linke

Sigma-Regeln

Ein Bereich der beurteilenden Statistik beschaftigt sich mit dem Schluss von der Gesamtheit
auf die Stichprobe. Der Anteil p der Objekte mit einer bestimmten Eigenschaft innerhalb

einer Gesamtheit ist bekannt. Es werden Prognosen (iber den Anteil innerhalb einer Stichprobe
abgegeben. Dazu wird die Situation mit einer Bernoulli-Kette beschrieben.

Anteil
weiblich 51%

Gesamtheit Eigenschaft Stichprobe

1000 Personen

Bevolkerung Deutschlands

X: Anzahl der Frauen innerhalb der
StiChpl’Obe (X (g B]OOO; 0,51 )

Eine plausible Prognose fiir den zu erwar-
tenden Wert von X liefert der Erwartungs-
wert 1. Die Wahrscheinlichkeit fiir einzelne
Werte wie ptist jedoch sehr gering.
Aussagekréftiger sind Intervalle um den Er-
wartungswert, in denen der Wert von X mit

Prognosewert:
p=1000-0,51=510 P(X=p)=0,025

Intervall als Prognose:

einer vorgegebenen Mindestwahrscheinlich- K -k p+K P(H-k<Xsp+k)
keit liegt (hier 80 %). a oo S1A] 0 DTEE

Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 2 :

80% liegt die Zahl der Frauen also zwischen 2 [508;512] 01256

490 und 530. 3 [507;513] 0,1752
Mithilfe der Standardabweichung o lassen

sich diese Intervalle zu den Mindestwahr- 19 [491; 529] 0,7826
scheinlichkeit von 68 %, 95,5 % und 99,7 % 20 490; 530] 08053

direkt angeben.

: Satz: o-Regeln
X sei eine binomialverteilte ZufallsgroBe mit den Parametern n und p, dem Erwartungswert
: L=n-pund der Standardabweichung o = \yn-p-(1-p).

* Falls die Laplace-Bedingung o > 3 erfiillt ist,

: o-Umgebung Wahrscheinlichkeit
: liegt die Trefferzahl ndherungsweise mit den - 0;p+ 0] 68%

: Wahrscheinlichkeiten 68 %, 95,5% und 99,7% | [u - 20; u +20] 95,5%

. inden angegebenen Intervallen. [n-30; p+30] 99,7 %

Die Intervalle, die sich aus den o-Regeln ergeben, heiflen 16-Umgebung, 26-Umgebung bzw.
30-Umgebung zum Erwartungswert (1. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Trefferanzahl X in einer
0-Umgebung liegt, andert sich nicht, wenn man die Intervallgrenzen ,nach innen” auf ganze
Zahlen rundet, denn X ist immer ganzzahlig.

Beispielsweise gilt fiir n =100, p=0,3, =30 und 0 = 4,58:
10-Umgebung:P(u-0<X<pu+0)=P(254 <X <346)=P(26 <X <34)
20-Umgebung: P(1-20 <X < p+20) =P(20,8 <X <39,2) =P(21 < X < 39)
30-Umgebung: P(u-30<X<u+30)=P(163<X<437)=P(17<X<43)
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Beispiel 1: Laut Umfrage fahren durchschnittlich 40% der 1100 Schiiler eines Gymnasiums
: mit dem Bus zur Schule. Die Zufallsgrée X zéhlt an einem ausgewahlten Tag, wie viele

: Schiiler mit dem Bus kommen. Stellen Sie mit einer Wahrscheinlichkeit von 95,5% eine
Prognose dafiir auf, wie viele Schiiler an diesem Tag mit dem Bus kommen.

Losung:

Berechnen Sie (1 und o. Priifen Sie, ob die u=1100-0,4 =440

: Laplace-Bedingung erfillt ist. 0=v1100-04-:0,6 =16,25>3

: Die Trefferanzahl liegt nach der 20-Regel mit u—20=4075 pn+20=4725

: etwa 95,5% Wahrscheinlichkeit im Intervall 20-Umgebung: [407,5; 472,5]

¢ |u=20; p+20].

Runden Sie [t - 20 auf die néchste ganze Mit etwa 95,5% Wahrscheinlichkeit kommen
: Zahl auf und p + 20 ab. zwischen 408 und 472 Schiiler mit dem Bus.
Basisaufgaben

1. Die ZufallsgroBe X ist binomialverteilt mit:

®n=250;p=0,8| 'E)n=300;p=0,5] |@n=1000;p=0,05] l®n=2500;p=0,75—|

a) Bestimmen Sie jeweils die 10-, die 20- und die 30-Umgebung.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass X in diesen Umgebungen liegt.

c) Zeigen Sie jeweils, dass die Laplace-Bedingung erfillt ist. Vergleichen Sie die Ergebnisse
aus b) mit den o-Regeln.

2. Eine 1-Cent-Miinze wird 300-mal (400-mal; 500-mal) geworfen.

a) Bestimmen Sie ein um den Erwartungswert symmetrisches Intervall, sodass die Anzahl
der Wiirfe mit, Zahl” mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 68 % (99,7 %) in diesem
Intervall liegt.

b) Bestimmen Sie die 20-Umgebung um den Erwartungswert sowie die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass die Anzahl der Wiirfe mit,Zahl” in dieser Umgebung liegt.

3. Bei einer Lotterie auf einem Jahrmarkt sind 10% aller

Lose Gewinne.

a) Aneinem normalen Tag werden etwa 1000 Lose ver-
kauft. Bestimmen Sie die 10- und die 30-Umgebung
und erkldren Sie die Bedeutung dieser Intervalle.

b) Ein Los kostet 0,50 €. 2% aller Lose sind Hauptge-
winne im Wert von 15 € und 8 % aller Lose sind nor- _ 3 A
male Gewinne im Wert von 2 €. Der Veranstalter rechnet in einer Woche mit etwa 5000
verkauften Losen.

Bestimmen Sie die 20-Umgebungen mit ganzzahligen Grenzen fiir die Anzahl der
Hauptgewinne und die Anzahl der normalen Gewinne in dieser Woche.

c) Berechnen Sie mithilfe von b), wie hoch die Ausgaben fiir Gewinne fiir den Betreiber im

besten Fall und im schlechtesten Fall zu etwa 95,5 % sind.

it & i

4. Die Zufallsgroe X ist binomialverteilt mit p = 0,5.
a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P (1 - 20 < X < p + 20) der 20-Umgebung fiir
®n=10, ®n =40, ® n =400, ® n =4000.
b) Priifen Sie, ob der Wert 95,5 % der 20-Regel die Ergebnisse aus a) mit steigendem n
besser anndhert. Priifen Sie fiir jedes n auch, ob die Laplace-Bedingung erfiillt ist.
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Hinweis:

In Sachzusammenhan-
gen rundet man
o-Umgebungen meist
nach innen auf ganz-
zahlige Grenzen, da die
ZufallsgroBe nur ganz-
zahlige Werte anneh-
men kann.
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Hinweis:
Der Umkehrschluss gilt

nicht. Liegt ein Stichpro-

benergebnis innerhalb
der 20-Umgebung,
kann es sich dennoch
um eine signifikante
Abweichung handeln
(siehe Aufgabe 11).

4. Binomialverteilung
N2

Schluss von der Stichprobe auf die Gesamtheit

Der genaue Wert der Trefferwahrscheinlichkeit p ist hdufig nicht bekannt. Oft aber gibt es fiir p
eine Angabe aus fritheren Untersuchungen oder Umfragen. Dieser Wert von p kann mithilfe
einer Stichprobe beurteilt werden.

: Wissen: Signifikante und hochsignifikante Abweichungen

Liegt ein Stichprobenergebnis auBerhalb eines um p symmetrischen Intervalls, in dem die
: Trefferzahlen mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 95 % bzw. 99 % liegen, so spricht man
. von einer signifikanten bzw. hochsignifikanten Abweichung vom Erwartungswert.

In diesen Féllen kann der Wert von p angezweifelt werden. Mit den o-Regeln lasst sich dies
schnell Giberpriifen: liegt ein Stichprobenergebnis auBerhalb der 20- bzw. 30-Umgebung, so
handelt es sich um eine signifikante bzw. hochsignifikanten Abweichung.

t >99 %
I L i.

pu-30 p;2(1 g piZo ;1;30

|

signifikante hochsignifikante
Abweichung Abweichung

Beispiel 2: Bei der letzten Erhebung lag der Anteil an Vegetariern bei p = 0,06. In einer
aktuellen Umfrage von 300 Personen geben 28 Personen an, Vegetarier zu sein.
: Beurteilen Sie die Angabe fiir p anhand des aktuellen Umfrageergebnisses.

Lésung:

: Berechnen Sie jt und o. Priifen Sie, ob die pn=300-0,06=18

. Laplace-Bedingung erfiillt ist. 0=v16,92=4,11>3

: Bestimmen Sie die 20-Umgebung. [t =20, + 20] =[9,78;26,22]

Priifen Sie, ob das Stichprobenergebnis X = 28 liegt nicht im Intervall [9,78; 26,22]

auBerhalb der 20-Umgebung liegt. und weicht somit signifikant von p ab.
Der Wert flr p kann angezweifelt werden.

Basisaufgaben

5. Gegeben sind ein Stichprobenumfang n und eine Trefferwahrscheinlichkeit p.

| @ n=1000,p=025 ][i@"=‘°°‘p=°'8 J

a) Zeigen Sie, dass die Laplace-Bedingung fiir ©, @ und ® erfiillt ist.

b) Bestimmen Sie fiir ©, ® und @ jeweils die 20- und die 30-Umgebung.

c) Geben Sie jeweils eine Trefferanzahl an, welche vom Erwartungswert signifikant bzw.
hochsignifikant abweicht.

6. Auf einem Jahrmarkt wirbt eine Losbude damit, dass 20 % aller Lose Gewinne seien. Eine
Schiilergruppe beobachtet den Stand eine Stunde lang. In dieser Zeit werden 255 Lose
verkauft und dabei 34 Gewinne ausgegeben.

a) Bestimmen Sie unter der Annahme von p =0,2 und n = 255 die 20-Umgebung.

b) Beurteilen Sie p = 0,2 anhand des konkreten Stichprobenergebnisses.

c) Weisen Sie nach, dass die Beobachtungen in den folgenden drei Stunden signifikant
vom Erwartungswert fiir p = 0,2 abweichen.

() 205 Lose, 26 Gewinne [ ® 310 Lose, 42 Gewinne | r® 280 Lose, 71 Gewinne J
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Weiterfiihrende Aufgaben

Eine SuBigkeitenfirma produziert Bonbons in unterschiedlichen Geschmacksrichtungen.
Zum Firmenjubildum gibt es eine Sondermischung mit 50 % Erdbeerbonbons. Thomas
kauft zwei Packungen mit je 40 Bonbons und zéhlt die Anzahl der Erdbeerbonbons.

a) Berechnen Sie P(X =40) sowie P(X > 40) flir eine geeignete binomialverteilte Zufalls-
variable X und deuten Sie die Ergebnisse im Sachzusammenhang.

b) In beiden Familienpackungen zusammen findet Thomas 54 Erdbeerbonbons.
Begriinden Sie, dass er mithilfe dieser Stichprobe den Anteil von 50 % Erdbeerbonbons
aufgrund einer signifikanten Abweichung anzweifeln sollte.

c) Untersuchen Sie, ob Thomas den Anteil von 50 % Erdbeerbonbons auch aufgrund einer
hochsignifikanten Abweichung anzweifeln sollte.

Es wird angenommen, dass 30 % der Bevolkerung

Bundesland Allergiker in
Deutschlands an einer Allergie leiden. In einer der Umfrage
aktuellen Umfrage werden in verschiedenen Bayem 321
Bundeslandern jeweils 1000 Personen befragt. Befli 17
a) Begriinden Sie, dass die Anzahl der Allergiker in
einer Stichprobe als binomialverteilt angenom- Hamburg 23
men werden kann. Hessen 262
b) Ermitteln Sie, welche Umfrageergebnisse aufer- Niedersachsen 317
halb der 30-Umgebung um den Erwartungswert [ Saarland 285
zum vermuteten Anteil an Allergikern liegen. Tharingen 305

-/

9.

11.

Der Anteil an Rechtshandern betrdgt in Deutschland etwa 88 %. Ein Handballverein hat
insgesamt 250 Mitglieder. Gesucht sind Prognosen liber die zu erwartende Anzahl der
Rechtshander im Verein.

a) Berechnen Sie den Erwartungswert fiir die Anzahl der Rechtshander unter den Mitglie-
dern und erldutern Sie seine Bedeutung fir eine Prognose (iber die Stichprobe.

b) Geben Sie als Prognose ein moglichst kleines Intervall um den Erwartungswert an, in
dem die Anzahl der Rechtshander im Verein mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 95,5% bzw. 99,7 % liegt.

c) ImVerein gibt es 205 Rechtshander. Beurteilen Sie diesen Wert mithilfe von b).

. Stolperstelle: Mark berechnet fiir Binomialver- «EER> *Dok < rAD 2711 FR

teilungen mit n = 20 in der Tabelle Wahrschein-

: S : ! 0. .| 0.974679| 0377354
b) Zeigen Sie mit geeigneten Werten, dass die 095;—— 194097967 034755

Sigma-Regeln auch fiir p = 0,05 gelten.

®
lichkeiten fiir 16-Umgebungen und behauptet: = I
,,Qfe Werte liegen n/cht'm [{e'r: Néihe von 0,68. (?le - Bl T 057075 |0
Sigma-Regeln gelten nicht fiir p nahe 0 oder 1. 5 \
B 4 g ) z 0.1 2| 134164] 074547
a) Erklaren Sie, warum diese Behauptung nicht 5 - 8. 134164 o7asall |
stimmt. Was hat Mark nicht beachtet? > : i biad ! |
5

Ein Wiirfel wird 800-mal geworfen. Dabei fallen insgesamt 154 Sechsen.

a) Priifen Sie, ob das Ergebnis in der 20-Umgebung fiir die Anzahl an Sechsen liegt.

b) Weisen Sie nach, dass es sich bei dem Ergebnis um eine signifikante Abweichung vom
Erwartungswert handelt. Zeigen Sie hierzu, dass die Anzahl an Sechsen mit einer Wahr-
scheinlichkeit von etwa 95 % im Intervall [t — 1,960; p + 1,960] liegt.
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@ 12. Ein LED-Lampen-Hersteller produziert und ver-
kauft Lampen fiir 3 € pro Stiick. Etwa 5% seiner
Lampen sind fehlerhaft. Die Lieferungen an
GroBhandler erfolgen immer in 5000er-Paketen.
Die Handler tGberpriifen die Qualitdt der Lam-
pen stichprobenartig.

a) GroBhéandler und Lieferant vereinbaren:
Wenn mehr als 4% der LEDs in einer Stich-
probe defekt sind, dann verringert sich der
Preis auf 2,50 € pro Stiick
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit einer Preisreduzierung fiir einen Stichprobenum-
fang von O n =250 und @ n = 400.

b) Bestimmen Sie den Erwartungswert fiir die Kosten einer Lieferung bei einer Stichprobe
von @M n =250 und @ n = 400.

c) Der GroRhandler nimmt Stichproben von n =300 Stiick und priift die Lampen.
Bestimmen Sie eine 20-Umgebung flir die Anzahl der defekten LEDs in dieser Stichpro-
be. Erlautern Sie die Bedeutung dieses Intervalls.

d) Begriinden Sie, dass eine Stichprobe mindestens den Umfang n = 190 haben sollte.

13. Der Zeitungsartikel beschreibt die Situ-
ation um Schwarzfahrer in Deutschland.

AN NN SN

Erhohtes BuBgeld ohne Effekt

Kontrolleure konnen im Tagesdurch-
schnitt etwa 750 Personen in einer
Schicht kontrollieren.

a) Bestimmen Sie ein Intervall fur die
Anzahl der Schwarzfahrer, mit denen
die Kontrolleure in einer Schicht zu
etwa 95,5 % rechnen kénnen.

b) Bestimmen Sie zu a) die Einnahmen,
mit denen ein Kontrolleur in einer
Schicht zu etwa 95,5 % rechnen kann.

Nach einer Umfrage liegt der Anteil der Perso-
nen, die den offentlichen Personennahverkehr
ohne giiltiges Ticket nutzen, in den gréBten
deutschen Stadten bei etwa 2,5 %. Diese
,Schwarzfahrerquote” hat sich in den letzten
Jahren nicht verandert und auch die letzte Er-
héhung des BuBgeldes von 40 auf 60 Euro hat
die Zahlungsmoral der Schwarzfahrer schein-
bar nicht erhoht.

/\/\/—\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\’\/\/\’\/\/\/

c) Ein Kontrolleur sagt in einem Interview:,An einem normalen Tag nehmen wir zwischen
900 € und 1380 € durch BuBgelder ein”. Untersuchen Sie, auf welche Sigma-Umgebung

. Jeder von der Firma Untec in Massen-

sich der Kontrolleur bezieht.

produktion hergestellte Mikrochip ist mit

einer Wahrscheinlichkeit von 7,5 %

fehlerhaft. In Stichproben von jeweils

300 Chips wird gepriift, ob sich der

Anteil fehlerhafter Chips verdndert.

a) Geben Sie eine Prognose fiir den Mit-
telwert der Anzahl der fehlerhaften
Chips innerhalb von Stichproben von
300 Exemplaren.

b) Simon sagt:,Wenn in einer Stichprobe nicht genau 7,5% der Chips fehlerhaft sind, dann deutet

das auf eine Verdanderung des Anteils hin." Beurteilen Sie diese Aussage.
¢) Bestimmen Sie das kleinstmdgliche Intervall mit dem Mittelpunkt 22,5, in dem bei einer
Stichprobe von 300 Chips die Anzahl der fehlerhaften Chips mit einer Wahrscheinlich-

keit von mindestens 95,5 % liegt.

d) Beschreiben Sie, wie Sie das Intervall aus ¢) nutzen kdnnen, um Stichproben von 300
Chips zu beurteilen. Nutzen Sie dabei auch den Begriff ,Streuung”.
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16.

17.

18.

19.

Nehmen Sie begriindet Stellung zur Aussage.

a) Die 20-Umgebung ist immer in der 30-Umgebung enthalten.

b) Wenn ein Ergebnis signifikant vom Erwartungswert abweicht, dann gilt dies auch fir
alle Ergebnisse, die noch weiter vom Erwartungswert entfernt liegen.

¢) Wenn ein Stichprobenergebnis signifikant vom Erwartungswert eines vermuteten
Werts fiir p abweicht, dann bedeutet das, dass der Wert von p falsch ist.

d) Wird ein Wert von p anhand einer Stichprobe verworfen, so entspricht der Anteil der
Treffer beim Stichprobenergebnis dem richtigen Wert von p.

Kritische Bewertung von Stichprobenergebnissen: In einer Gemeinde sind laut einer

Umfrage 32 % aller Schdiler aktiv in einem Sportverein. Schiilerin Sarah ist in einem

Schwimmverein und sagt:,Das Ergebnis der Umfrage kann nicht stimmen, in meinem Freundeskreis

sind sogar 27 von 42 Schiilern in einem Sportverein."

a) Begriinden Sie mithilfe einer geeigneten Rechnung, warum Sarah das Umfrageergebnis
anzweifelt.

b) Erldutern Sie, warum Sarahs Freundeskreis als Stichprobe ungeeignet ist.

Laut der Statistik des Robert-Koch-Instituts
vom September 2021 mussten insgesamt
285019 der 4046 112 bestatigten Covid-
Félle hospitalisiert werden.

Berkan: ,,An meiner Schule und der Schule
eines Freundes gab es insgesamt 367 Falle. Aber
keiner von denen ist deshalb im Krankenhaus

gelandet."

Katrin: ,In meiner groPen Familie gab es 14 Covid-Fdlle und 5 davon mussten deswegen im Kranken-

haus behandelt werden."

a) Begriinden Sie mithilfe einer geeigneten Rechnung, dass beide Stichprobenergebnisse
sehr unwahrscheinlich sind.

b) Diskutieren Sie mogliche Griinde fiir diese Ergebnisse unter der Annahme, dass die sta-
tistischen Daten korrekt sind.

In einem Supermarkt kann jeder Kunde, der fiir mindestens 20 € einkauft, ein Los ziehen
und mit etwas Gliick ein Getrank oder einen 10-€-Gutschein gewinnen. Der Supermarkt
behauptet, dass die Chancen fir ein Getréank und einen Gutschein gleich sind. An einem
Tag gibt es insgesamt 48 Gewinne, darunter sind nur 15 Gutscheine. Priifen Sie, ob man die
Behauptung des Supermarkts aufgrund dieses Ergebnisses anzweifeln kann.

Ausblick: Testenvon p

Es wird vermutet, dass eine Reilzwecke mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,4 mit der

Spitze nach oben landet. Dieser Wert soll anhand einer Stichprobe mit 200 Wiirfen tiber-

prift werden. Es wird eine Entscheidungsregel formuliert, die den Wert von p verwirft,

wenn das Stichprobenergebnis aulerhalb der 206-Umgebung des Erwartungswerts liegt.

a) Vervollstandigen Sie die folgende Entscheidungsregel:,Der angenommene Wert p = 0,4
wird genau dann verworfen, wenn in der Stichprobe..."

b) Beiden 200 Wiirfen landet die ReiBzwecke 74-mal (94-mal) mit der Spitze nach oben.
Entscheiden Sie mit der Regel aus a), ob p = 0,4 verworfen werden sollte.

c) Erlautern Sie, welche Fehler auftreten kdnnen, wenn man sich nach der Regel in a)
anhand einer konkreten Stichprobe fiir bzw. gegen den Wert von p entscheidet.

d) Beim Testen von p liefert eine Stichprobe ein Ergebnis, das auBBerhalb der
20-Umgebung liegt. Geben Sie zwei mdgliche Griinde fir solch ein Ergebnis an.



