Losungen Fundamente der Mathematik Ausgabe B Klasse 12 Grundkurs

6. Abiturvorbereitung
6.2 Aufgaben ohne Hilfsmittel

Aufgaben zur Analysis

Seite 198 | Aufgabe 1

12 12)2
a) ffx)=0ex?—-12x+32=0 Xgjp =5k (—2—) —32,alsox; =8undx, =4

b) Skizze individuell: Tiefpunkt an der Stelle x = 4 und Hochpunkt an der Stelle x = 8.
c) Der Graph der Funktion g besitzt keinen lokalen Extrempunkt, da die Ableitungsfunktion unterhalb der x-Achse verlauft
und somit keine Nullstellen hat. An lokalen Extrempunkten miusste g'(x) = 0 gelten.

Seite 198 | Aufgabe 2
a) f'(x) =—2¢%f'(x) < O0firallex fist streng monoton fallend auf R.
b) f'(0) = —2undf(0) = -2 Tangente: t(x) = -2x - 2 mit Nullstelle x = -1 A= -21- 1-2=1
Seite 198 | Aufgabe 3
a) FF(x) = (2x—2)-e*+ (x2=2x—15)-e* = (x2 — 17) - e¥ = f(x)
b) fouf(x)dx= 15 F(u) = F(0) =15 & (u* —=2u—15)-e" — (-15) =15 (u> = 2u—15) = 0 © u = 5oderu = —3
Seite 198 | Aufgabe 4
a) f'(x) = %xz +x —%; f'(x) =x+1 f'(x) = 0 fiirx; = Lund x, = —3.
(1) =2>0;f(1) =-3, alsoT(1|—§) f'(-3) = —2 < 0;f(-3) =2, also H (—3|§)
b) allgemeine Funktionsgleichung einer ganzrationalen Funktion dritten Grades: f(x) = ax® + bx? + cx + d mita # 0
f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢; f”'(x) = 6ax + 2b; f"’'(x) = 6a
" (x) =O©6ax+2b=0@x=—%
Wegen a # 0 gilt f"" (—%
c) Dafbeix =0 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von + nach - hat, hat die Stammfunktion von F bei x = 0 ein lokales

Maximum. Dies ist nur bei Graph (2) der Fall. Die Graphen (1) und (3) kénnen nicht die Graphen einer Stammfunktion von f
sein.

) # 0, also befindet sich der einzige Wendepunkt bei x = — %

Seite 199 | Aufgabe 5

a) Der Graph von fist eine nach unten geoffnete Parabel, die nur zwischen ihren Nullstellen 2 und 4 positive Werte hat, also
findet nur in diesem Intervall Zufluss statt.

b) Das abfliefende Volumen entspricht der Fliche A = |f02 f(t) dt| und diese ist kleiner als das Dreieck mit den Eckpunkten
(0]0), (0]—8) und (2]0). Dieses Dreieck hat den Flicheninhalt 8.

¢) () falsch, dort ist ein Maximum des Zuflusses.
(2) wahr, denn bis t = 2 flieRt Wasser ab, danach wieder zu.

d) 20+ f; f(t) dt

Seite 199 | Aufgabe 6
a) allgemeine Form: f(x) = ax® + bx? + cx+d  a,b,c,d € R; b =d = 0 (Punktsymmetrie)
f'(x) = 3ax*+ ¢ Bedingungen: f(1) = 0und f'(1) =2  Gleichungen:a+c=0und3a+c=2

Lésungen:a=1und ¢ = —1. f(x) = x3 —x
b) f'(x) =3x*—1;f"(x) = 6x; "' (x) = 6 f""(x) = 0 fiirx = 0:f"""(0) # 0, also Wendepunkt W(0|0)
f'(0) = -1 Gleichung der Wendetangente: t(x) = —x

Seite 199 | Aufgabe 7
a) Ix—-x*=0oxB-x)=0x=00der(3—x%) =0 x=0oderx =3 oderx = —/3
b) Stammfunktion zu f: F(x) = %xz - %x‘* A=F(/3)-F() = ;— ; =:2,25¢
A beschreibt den Inhalt der vom Graphen von f und der x-Achse eingeschlossenen Fliche tiber dem Intervall [0,+/3].
¢) Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung des Graphen von f gilt: If_o\/3 f(x) dx| = fo\/i fx)dx=A

Der Fldcheninhalt der vom Graphen von f und der x-Achse eingeschlossenen Fliche betragt 2A.

Seite 199 | Aufgabe 8

a) F=x+1) e+ x*+x+1) (-1)-e*=2x+1-x2—x—1)-e*=(x—x2)-e*=f(x)

b) Nullstellen:x; = 0undx, =1 Flacheninhalt: A = F(1) = F(0) = 3e™! - 1

¢) Fhatinx = 0 ein lokales Minimum, da dort ein Vorzeichenwechsel von fvon - nach + vorliegt.
Fhatinx = 1 ein lokales Maximum, da dort ein Vorzeichenwechsel von f von + nach — vorliegt.

Seite 199 | Aufgabe 9
a) Nullstelle:x =5:In (%) f'(x) = es Steigung der Tangente im Punkt P(0]3): f'(0) = 1
b) Tangentengleichung: t(x) =x+ 3 Die Tangente schneidet die x-Achse an der Stelle x = —3.
Die Strecken zwischen den Punkten (0(0) und P(0|3) sowie zwischen (0]0) und (—3]0) sind gleich lang (3 LE).
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c) f'(x) =es #0fiirallex € R, also hat der Graph von f keine lokalen Extrempunkte.
)= ieE # 0 fiir alle x € R, also hat der Graph von f keine Wendepunkte.

Aufgaben zur analytischen Geometrie

1 2 -3|-3 1 2 -3|-3
a) (0 1 5 4)*(0 1 5 4) X3 =1,%; =—1,% =2
02 614 0 0 —4l-4

b) Fiira =10 sind die Koeffizienten der 3. Zeile doppelt so grofd wie die der 2. Zeile, aber die Konstante ist nicht auch
verdoppelt. Somit erhalt man eine Widerspruchszeile.

Seite 200 | Aufgabe 11

v - = ()

=0+()-6G) w-0-0-06) w=-0-)+0-0 -0-G9)-=0)
b) BD =BA+AD = (2) |BD| = J(=3)2 + (—8)2 + 02 =VZ5 = 5
c) 0S=OE +3(AB+AD)+25 @) = (‘4%5) S(—1,5/214,5)

d) Quader: Vo =4 -3 -2 = 24; Pyramide: Vp =§-4 -3-2,5=10; Haus: V=34

Seite 200 | Aufgabe 12
a) hi%= (§)+s<‘02) b) (i)+r(‘) ( ) ( )w1rderfulltfurr——1unds—O Schnittpunkt: S(312| —3)
2 e |
T u-v 6 1

? _i 3V8 V2

c) Fiir den Winkel a zwischen den Richtungsvektoren (2) vongundv = ( ) von h gilt: cos(a) =
2 2
Es folgt o = 45°.

Seite 200 | Aufgabe 13

a) Flugbahn: g:% = (_41) iy t<2) Position nach 2 Minuten: P(10|7|5); Position nach 10 Minuten: P(34|39]5)
5 0
b) (é) ( ) + t( ) hat keine Losung. Q liegt nicht unter der Flugbahn.
0 0
(—_055) = (_41) (4) hat die Losung t = —%. R liegt unter der Flugbahn.
0 0 0

c) Der Richtungsvektor liegt in der x,X,-Ebene. Die Gerade verlauft demnach parallel zur x,x,-Ebene und beriihrt diese nie.
d) [V] = V32 + 42 =5 (km/min). Also bewegt sich das Flugzeug mit 60 - 5 = 300 km/h.

Seite 200 | Aufgabe 14
2 = - -
(Z) = ( i ) +r( 6) ergibty =

ee- (33

a
b) CA = (_11) = (g) = (Z%) und CB = (180) - (‘3,) = (2) CA-CB=0und |C_A'| = |ﬁ§| = 9; Die Seiten sind gleich lang.
c)f‘f:z’,o,ﬁsms0 . S =
d) 65=oc+CA+ﬁ=(§)+<22)+(§)=(%) D(7|2]12)
0 6 6. 12

Seite 201 | Aufgabe 15

a) ( ) (2) + r(l) +s (1) wird erfillt firs =r=—1.

b) ghat mitE den Ursprung gemeinsam und einen Richtungsvektor.

c) (%)-(g)=0@6+a=o,(§)-(3)=0=b6+a=0,alsoa=—6
a 1 a 1k
d) Die Gerade h verlduft parallel zur Ebene E, weil der Richtungsvektor von h auch Richtungsvektor von E ist. Der Stiitzpunkt

von h ist Q_g, also ist sein Ortsvektor senkrecht zu E. Dann ist sein Betrag gleich dem Abstand von h und E:
[0Q_¢| =V4+9+36=7
e) Da der Vektor ( 2 ) ein Normalenvektor von E ist und der Punkt P(0]0]0) in E liegt, lautet eine Koordinatengleichung:
-6

2x1+ 3x2—6x3=0

Seite 201 | Aufgabe 16

a) S(9]2|5); Strahl durch S: g: % = (‘3) + r(]‘) Fiir r = 5 erhalt man S'(4|7|0).
5 =
-
0+0

b) |ﬁ| = :
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) grsi¥= (‘2’) $r (8) Schnittbedingung: (2) +t (.41) = (3) +r (8)
0 1 5 -3 0 1

In den ersten beiden Koordinaten muss t = 1 gelten. Dann erhélt man in der x3-Koordinate: 5 — 3 = r,alsor = 2.
Wegen 0 < r < 5 schneidet g die Antenne.

a) g:i=(§)+r(g)
b) (l+t) (2) +r (0) wir erfallt firr=t.
o |PQ = (g) =V25+t2>+25=5

d) Der Abstand von Q, und Qo betragt |t|.
10 = %|p—QO| t] = % 5/t < |t = 4 Man erhilt A, (3]5]2) oder A, (3|-3]2).

Seite 201 | Aufgabe 18
a) Grundfliche:A=>-4-6=12V=32=2-12-x3 & x; =8 5(0]0]8)

o ()
9 (g) () () (g")wirdermutfﬂrr=s=§.

d) (g) (‘e)-Ofurallea (g>'(_g4)=0=b—12+8a=0=>a=1,5

0 a

i= 2(1§5> = @ und g: % = (2) + s(g)

Seite 201 | Aufgabe 19

a) E:4x; +3x; +6x3 =12
b) F hatdenselben Normalenvektor wie E. (4’) : (é) = 73, also F: 4x; + 3x, + 6x3 = 73
6/ \7

¢) g%=(2)+r(3); Schnittbedingung: 4(4 + 4r) + 3(5 + 3r) + 6(7 + 6r) = 12 & 61 + 73 = 12 & r = —1; Q(0|2|1)
B 7 6

Aufgaben zur Stochastik

Seite 202 | Aufgabe 20
a) A:Nach zweimaligem Ziehen wurde kein Joker gezogen.
B: Unter den drei gezogenen Karten befinden sich genau 2 Buben.

b) PA)=1->.2=1 P(B) = P(Bube, Bube, Bube) + P(Bube, Bube, Bube) + P(Bube, Bube) = 3 -% ==

N (f)zl- e

c) P(genau 4 Asse) =

Seite 202 | Aufgabe 21

a) EsgiltP(ANB) = P(A) PA(B) =1
Daraus folgt PA(B) = —0 Z == Welter gilt P(A) = % K(E) =
b) ®P(ANB) =<

1
{
@PzB) = 3 3B
{

B
A

w N
N1

B

w
W

= L A
@P(B)-P::\r;?HP(AnB) i B
n 1 3 1

@ Py(A) = P(B) 20 10 6
c) Die Ereignisse A und B sind nicht statistisch unabhéngig, da Z.B.% =P(A) # Pz(A) = %gilt. AufSerdem sind im

Baumdiagramm die Teilbaume der 2. Stufe verschieden.

Seite 202 | Aufgabe 22

a) q = 0,8 istdie Wahrscheinlichkeit, dass ein Angestellter keine Leitung benétigt.
Unter der Voraussetzung, dass die Angestellten unabhangig voneinander keine Leitung benétigen, gibt der Term an, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass von 20 Angestellten niemand eine Leitung benétigt, etwa 0,01 ist.

b) Auflange Sicht wird bei 20 Angestellten durchschnittlich 480 - 0,01 = 4,8 = 5 Minuten am Tag keine Leitung benétigt.

c) X:Anzahl der benétigten Leitungen
Anzahl durchschnittlich benétigter Leitungen bei 20 Angestellten: E(X) =n-p=20-0,2 =4

d) Der Term gibt die Wahrscheinlichkeit fiir bis zu 3 Treffer an, also dafiir, dass bei 20 Angestellten maximal 3 Leitungen
benotigt werden und somit 3 Leitungen ausreichend sind.
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Seite 202 | Aufgabe 23

a) (1) beschreibt die Wahrscheinlichkeit fir P(X = 0) fiirn = 3.
(2) beschreibt die Wahrscheinlichkeit fiir P(X = 5).
(3) beschreibt die Wahrscheinlichkeit fiir P(X = 2), da
PX=0)=1-p)"undP(X=1)=n-p-(1—p)"tund P(X>2) =1 — (P(X = 0) + P(X = 1)).
b) p=n-p=20undo=n-p-(1—p)=2.Esgiltn-p-(1—p) =4.
Ausu=n-p=20folgt:20-(1—p)=44:>1—p=§@p=§.Damitistn=25.

Seite 202 | Aufgabe 24

a) P(Gewinn)=0,4-0,1+0,6-0,2=0,16
b) Peewinn(blaue Trommel) = 2222 = 0,75

0,16
c¢) P(Gewinn) = 14—2-0,1 +1—62~ 0,2 +%- p =% =

Seite 203 | Aufgabe 25

a) Beijedem der 10 Kunden interessiert man sich nur dafiir, ob der gekaufte Pfannkuchen Senf oder Marmelade enthalt. Wenn
man von einer grof3en Anzahl von produzierten Pfannkuchen ausgeht, bekommt jeder der 10 Kunden unabhdngig von den
anderen einen Pfannkuchen mit Senf mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von 5 %. X ist also eine binomialverteilte
Zufallsgrofde X mit den Parametern n = 10 und p = 0,05.

b) Ereignis A: (1 — 0,05)? = 0,952
Ereignis B: P(X = 2) = (/) - 0,05% - 0,95°
EreignisC: P(X>2) =1- (P(X=0)+P(X=1)) =1—(0,95' + 10-0,05-0,95°) = 1 — 1,45-0,95°

¢) Die erste Abbildung stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Zufallsgréfie X dar.

Die dritte Abbildung stellt die Verteilung die Anzahl der Kunden mit einem Marmeladen-Pfannkuchen dar (n = 10 und
p = 0,95), da diese symmetrisch beztiglich der Vertikalen bei k = 5 zur 1. Abbildung ist.

Seite 203 | Aufgabe 26
N LA Tres
) G
b) Lottomodell (3 Kugeln mit geraden Ziffern, 4 Kugeln mit ungeraden Ziffern):
3
(0) ! (:) sl - A
S = =
(4) 35 35

. : y ol g A2 _A8.vs vl
P(hochsten: 61:19 gerade Ziffer) = =t e T T

c) Der Term (2)7)(2)

4
ungerade und damit genauso viele gerade wie ungerade Ziffern befinden.
3y, (4
(2) i (2)
v
(@)

Unter den gezogenen 4 Kugeln befinden sich unterschiedlich viele gerade und ungerade Ziffern.

Seite 203 | Aufgabe 27

BATiEIE e L —
a) MP(B) =5-=5-=032 @P(AnB)—ZOO—ZS—O,OB

1
30 10

=% :4+5p=5,alsop=§-=0,2

—~
w
—~
L
—
w
ES
-
N

5

P(keine gerade Ziffer) = P(genau eine gerade Ziffer) =

entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den vier gezogenen Kugeln zwei gerade und zwei

Mit dem Term 1 — kann also die Wahrscheinlichkeit des folgenden Ereignisses berechnet werden:

b) Wegen der stochastischen Unabhingigkeit von A und B gilt P(A) - P(B) = P(A n B),also P(A) = szr;;a) = % =i0,25= '}%‘
B B gesamt
A 16 34 50
A 48 102 150
gesamt 64 136 | 200

¢) Da A und B stochastisch unabhangig sind, gilt: P5(B) = P(B) = 1 —P(B) = 1 — 0,32 = 0,68

Seite 203 | Aufgabe 28
a) Das Gliicksspiel wird durch eine binomialverteilte Zufallsgréfle X mitn = 100 und p = %beschrieben.

Daherist p =100 - -;- = 50. Das Spiel ist also bei einem Einsatz von 50 € fair.

b) Esisto = f1oo 2.2 = 5.Da die Laplace-Bedingung o > 3 erfiillt ist, gelten die o-Regeln. Die 20-Umgebung ist [40; 60].

Danach liegt die Trefferanzahl von X mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95,5% nur in den Intervallen 3 und (3.
¢) Bei 10 000 Wiirfen ist der Erwartungswert p = 5000 und die Standardabweichung o = 50. Der Wert 5200 liegt auf3erhalb
der 30-Umgebung. Die Fairness der Miinze kann also angezweifelt werden.
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6.3 Aufgaben mit Hilfsmitteln

Aufgaben zur Analysis

Seite 204 | Aufgabe 1

a)

b)

d)

Nullstellen: t; = 0;t, = 6.; Gesamtdauer: 6 Sekunden
f'(0) = —gtz +%t; f(t) = —%t +§ /() = 0 = —%tz +%t =0 t=0odert=4.

f"(4) = —1,5<0. Ander Stelle t = 4 liegt ein lokales Maximum. Die Ubertragungsrate ist nach 4 Sekunden am héchsten.
Esistf’(2) = 0und f"'(t) = —% <0; fhat also bei t = 2 eine Wendestelle.

Nach 2 Sekunden steigt die Ubertragungsrate am stérksten an.

F(t) = —;%t“ + %t3 ist eine Stammfunktion zu f. Insgesamt heruntergeladen: F(6) - F(0) = 13,5 (MB)

Nach 2 s sind es F(2) — F(0) = F(2) = 1,5 (MB). Dies entspricht einem Anteil von ca. 11,1 %, also weniger als 12,5 %.

Nach 5 s sind es F(5) — F(0) is— ~ 11,72 (MB). Dies entspricht einem Anteil von ca. 86,8 %, also mehr als 85 %.
Anmerkung: Zur Bestimmung des Zeitpunkts, zu dem 50 % der Datei heruntergeladen sind, ist ein CAS notig.
Gesuchtisteina > 0 mit F(a) = —%a“ + %a3 = 6,75. Mit einem CAS ergeben sich die Naherungslosungen a, = 3,69 und

Downloadgeschwindigkeit: f(2) = 2 (%)

a, ~ 7,48. Nur die Losung a, liegt zwischen den Nullstellen von f. Nach ca. 3,69 Sekunden wurden 50 % heruntergeladen.
Das Dreieck unter der Geraden mit den Eckpunkten W(2|2), P(6]0) und (2]0) hat den Flacheninhalt A % 4-2 =4,
Jy f(t) dt = 1,5 nach b). Der gesamte Download betragt 4 MB + 1,5 MB = 5,5 MB, das sind = ~

Downloads, also ist der Gesamtdownload um rund 59,3 % verringert.
Fehler im 1. Druck des Schiilerbuchs: Korrekt ist die Abbildung rechts:

f(x) = h(x) @%xz = %x, also x1 = 0 und x2 = 2.

2 2,3 3.5 _Buz _1.31% _
A—fo(h(x)—f(x))dx—fo(-z-x—;x )dx—[zx 4x]o-—l
Differenzfunktion: d(x) = h(x) — f(x) = %x - %xz >0flr0<x<2.
A =3-3xd"=-3
d’'(x) = 0 ergibtx =1; d"” (1) < 0, also lokales Maximum bei x = 1

Da der Graph von d eine Parabel ist, ist das lokale auch globales Maximum.
Die maximale vertikale Ausdehnung befindet sich an der Stelle x = 1 und

betragt d(1) = 2 = 0,75 (LE).

40,7 % des normalen

f'(x) = —%xz +%x; f'(6) = —4,5 Tangentengleichung: t(x) = —4,5x + 27

Flache zwischen dem Graphen von fund Tangente t

= [[20600 — 1) dx | = [[S(~2x® + 2x2 + 4,5x— 27) dx | = |[——x +1x3 42 —27x] | =B
Gerade g durch (0]0) und (2]2): g(x) =x
Flacheninhalt der dreieckigen Teilflache an der x-Achse: % 6 —
Flacheninhalt der dreieckigen Teilfldche an der y-Achse: -21- 27 2
Teilungsverhdltnis: 27 : 6 =4,5: 1

Schmttpunkt von Tangente t und Gerade g: S(%]%)

Seite 205 | Aufgabe 2

a)

b)

@ M bestimmt die durchschnittliche Geschwindigkeit des Krans in der Zeit zwischen 3 und 5 Sekunden.
®@ f(ti ;(3) t = 3 bestimmt die durchschnittliche Geschwindigkeit des Krans im Zeitintervall [3, t].
® l f(3+h) f(3+h)—f(3)

f(t) = at3 + bt2 +ct+d
f'(t) = 3at? + 2bt + ¢

———— gibt die Geschwindigkeit an, die der Kran zum Zeitpunkt t = 3 hat.

f(0)=0=d=0
f'(0)=0=c=0

f(6) = 9= 216a+36b+6c+d =9 Losunga———b_§ =0;d=0
f'(6)=15=>108a+ 12b+c=1,5 f(t) ——24t3+2t2

f(t) = —%tz +G () = —Zt+ () = -3

f'(t) = 0 gilt fir t = 0 (Ausgangspunkt mit f(0)= 0) und fiir t = 8 f"(8)=-2<0;f(8) = 33—2

Bei t = 8 befindet sich ein lokales Maximum, welches fiir t > 0 auch global ist.

Nach 8 Sekunden ist die Entfernung vom Ausgangspunkt am grofiten.

f(t) = 0 gilt fiir t = 0 (Ausgangspunkt) und fiir t = 12.

Der Kran kehrt nach 12 Sekunden zum Ausgangspunkt zurtick.

f""(4) =0und "' (4) — % < 0, also Wendestelle bei t = 4 Geschwindigkeit in ?: f'(4) =2

Bei der Wendestelle hat f’ein lokales Maximum und somit die Geschwindigkeit lokal einen maximalen Wert.
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f" hat keine weiteren lokalen Extremstellen Randwerte: f'(0) = Ound f'(12) = —6
Der Kran bewegt sich nach 12 Sekunden am schnellsten (in negativer Richtung).

Die Entfernung vom Startpunkt ist eine Stammfunktion der Geschwindigkeit: G(t) = —:—8t3 ng %tz +C
Wegen G(0) =0 ist C= 0 und G(t) = —ﬁt"* + itz.
Die Funktion G hat ebenso wie die Funktion f die Nullstellen t = 0 und t= 12. Beide Kréne bendtigen also 12 Sekunden fiir
einen Ladevorgang
Wegen G(t) = i f(t) kann der zweite Kran nur eine halb so grofe maximale Entfernung vom Ausgangspunkt erreichen wie
der erste Kran.
Flacheninhalt des Dreiecks ABC:

=l ) =1(_ 1.4 3_13 2\ _ 24,5 3,12
A(u)—2 h(u) (u+1)—2( sUt+ut —=u’ +u )— W vtz
A’(u)=—%u3+§-u2+u=—§u(u2—175u—3) )

A'(w) = 0 gilt fiiru =0, fiiru= 15+;_4sz 4,428 und fiir

N W S U1 N0 <

u= w_—;/_m ~ —0,678 (nicht in [0; 6]).
A =-u?+3u+1 A" (%—m) ~-7,53<0; A(”—+8@) ~ 13,94
Beiu = %’4—17 befindet sich ein lokales Maximum, welches im Intervall [0; 6]

auch global ist (A(0) = A(6) = 0).
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist fiir u = —I-S"L;—MT ~ 4,428 mit rund 13,94 FE -
maximal. -3-2-1

Seite 206 | Aufgabe 3

a)

b)

d)

e)

Gleichung der Geraden durch B und C: h(x) = 2x -6

gx)=(x—1Dx-3)=x*—-4x+3 Esgiltg'(x) =2x—4undg'(3) =2

g'(1) = —2; Der Vorzeichenwechsel gegeniiber der Steigung im Punkt B ldsst sich auch dadurch erklédren, die Parabel g
achsensymmetrisch ist zur Vertikalen durch den Scheitelpunkt bei x = 2.

f(x) = ax* +bx3+cx? +dx +e f'(x) = 4ax?® + 3bx? + 2cx +d

Bedingungen: fl)=0=2>a+b+c+d+e=0
f'f(1)=g'(1)=-2=4a+3b+2c+d=-2

weitere Bedingungen z.B.: f(0)=2=e=2
f'(0)=0=>d=0 Loésung:a=1;b=0;c=-3;d=0;e=2
f(-<1)=0=>a—-b+c—d+e=0 f(x) =x* —3x?+2

blaue Fliche:

A= 2f01(f(x) —h(x)) dx + 2f13(g(x) —h(x)) dx = Zj'ol(x4 —3x2—2x+8)dx+2 ff(x2 —6x+9)dx

=2[tx - %% - x? +8x]1+ 2 [3x3 - 3x2 +9x]3=2 AE-0)+20-2)=2~17,733
5 0 3 1 5 3 15 d
Es werden 6 Liter Farbe gebraucht. Da 6 - 199 € = 1194 € knapp unter 1200 € ist, reicht das Budget aus.
f'(x) = 4x3 — 6x; f"'(x) = 12x% — 6; f""'(x) = 24x f""(x) = 0 ergibtx, = —\% und x, = \%
" " 1 3 1,33 2.3

£ (x,) # Ound £/ (x;) # 0; f(— ) = () =2 Wendepunkte:W; (- 2=13); W (513)

Fehler im 1. Druck des Schiilerbuchs: Die linke Wendetangente t, hat die Gleichung t, (x) = 2vV2x + 14—1.

m=2v2=f (— %) und ty (— %) = % = f(— %), also ist t; die linke Wendetangente.

Rechte Wendetangente: t,(x) = —2v2x + %

Flidche zwischen den beiden Wendetangenten und dem Graphen von f:

1 1 1

1 7 3 1 3. _1./5 .
2 (600 — 100 dx = 2 7 (—x* + 352 = 2V2x +3) dx = 2 [~ 2x5 +x3 = V2x? + 2x] " = 1V2 ~ 0,283
Der Flacheninhalt des Logos betrigt beim 2. Entwurf ca. 17,733 m2 + 0,283 m2 = 18,016 m?

Dies entspricht einem Grofienzuwachs von ca. 1,6 %.
Da nun 7 Liter Farbe benétigt werden, iibersteigen die Kosten von 7 - 199 € = 1393 € das Budget von 1200 €.

Seite 207 | Aufgabe 4

a)

f(t) =S = (a—S) - e™¥% a = 85 ist die Anfangstemperatur des Wassers in °C, S = 30 die Umgebungstemperatur in °C.
In G2
Wegen f(30) = 48 gilt 48 — 30 = 55 - e %3, Diese Gleichung wird nach k aufgelést: k = nT30— ~ 0,037
Also gilt: f(t) = 30 + 55e~0.037t

f(60) = 35,9735 Nach einer Stunde betragt die Temperatur rund 35,97 °C.

f(t) = 40 gilt firt = — ﬁ ln(;—g) ~ 46,07. Nach rund 46,1 min betragt die Temperatur 40 °C.

Die prozentuale Abweichung von 36 °C von 35,9735 °C ist rund 0,074 %.
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b)

d)

Losungen Fundamente der Mathematik Ausgabe B Klasse 12 Grundkurs

f'(t) = —2,035 - e~ %037, f'(45) ~ —0,385
Nach 45 min nimmt die Temperatur mit der Geschwindigkeit von ca. 0,385 m—fn ab.
f'(t) = —1 gilt fiir t——mln(m) 19,2.

. W <
Nach etwa 19,2 min nimmt die Temperatur mit der Geschwindigkeit von 1 —ab.

G = —(2x+1) e X+ x+1? (—e™X)) =(2x+ D+ x+ D) e¥=x+DE-1)-e™*=(x"-1)-e*=g(x)
Eine weitere Stammfunktion Gz von g hat die Gleichung G(x) + C mit C € R beliebig, also z.B. G,(x) = (x* — 1) ™ + 1.
Nullstellenvon g: x; = —lundx, =1 Fliche: A = |f—11 g(x) dxl =1G(1) - G(-1)| = |—§ - 0| == Z

h(x) =al(x—1)(x+1)=ax?*—a Mit h'(x) = 2axund h’'(1) = 2a = 2 folgta=1und h(x) = x*> — 1

Stammfunktion: H(x) = §x3

= |1, 000 dx| + | 80 dx| = H(©O) = H(=D)| +16(1) = GO)I = [0 = 2| + | -2 - (-1)| =

—
2 _1sn198
e 3

Seite 208 | Aufgabe 5

a)

b)

d)

Fehler im 1. Druck des Schiilerbuchs: Es soll f’(10) berechnet und interpretiert werden. Kontrollergebnis:
f'(t) = e~®05t. (0,5t + 10)
f(10) = 60,65 Die Konzentration 10 Minuten nach der Sprengung betrégt ca. 60,65 ﬁ%.

f(30) = 60,94  Der Grenzwert von 50 ;—ga wird eine halbe Stunde nach der Sprengung tiberschritten.
f'(t) = (=0,5t + 10) - e~ %05t
f’(10) = 3,03 10 Minuten nach der Ziindung nimmt die Feinstaubkonzentration pro Minute um ca. 3 ;— Zu.

f(10)— r(0) ~ 6,065

durchschnittlicher Anstieg der Konzentration in den ersten 10 Minuten i m pro Minute: =

f’(t) = 0 ergibt t = 20.

Untersuchung auf Vorzeichenwechsel: f'(10) = 3 und f’(30) = —1,1 also bei t = 20 lokales Maximum; f(20) =~ 73,58
Wegen f(0) = 0 < f(20) und f(120) = 2,97 < f(20) ist dies auch das globale Maximum von fauf [0; 120].

Nach 20 Minuten ist die Konzentration mit ca. 73, 58 am hochsten.

f(t) = (0,025t — 1) - e~005t f"(t) =0 erglbt t = 40.

Untersuchung auf Vorzeichenwechsel: f" (0) = —1 und f"(50) = 0,02, also bei t = 40 lokales Minimum von f’

f'(40) =~ —1,353

Wegen {'(0) = 10 > f'(40) und f'(120) ~ —0,12 > f'(40) ist dies auch das globale Minimum von f" auf [0; 120].
Nach 40 Minuten wird die Feinstaubkonzentration mit ca. 1,353 lg > pro Minute am stédrksten reduziert.

Da f’ keine lokalen Maxima hat, ist f'(0) = 10 das globale Max1mum von f" auf [0; 120].

Die Feinstaubkonzentration nimmt im Moment der Ziindung (t = 0) am stédrksten zu.

F/(t) = —200 - e%05t 4 (=200 t — 4000) - =95t . (=0,05) = (=200 + 10 t + 200) - e~005¢ = f(t)
J, % f(t) dt = F(120) — F(0) ~ 3930,6

1;0 124 f(t) dt = 32,75 gibt die mittlere Feinstaubkonzentration in den ersten 120 Minuten in ﬁ an.

Mit f(40) = 400e™2 und m = ' (40) = —10e~? ergibt sich die Tangente g(t) = —10e™2 - (t — 80)

Nach diesem Modell ist der Feinstaub nach 80 Minuten abgebaut.

Gesucht ist nun ein Punkt (t| f(t)) auf dem Graphen von f, fiir den die Verbindungsstrecke zum Punkt (125] 0) die Steigung
f'(t) hat:

(1’25“‘1 =f'(t) & (125 —1) - f'(t) = —f(t) & (125 — £)(=0,5t + 10) - e~ %05t = —10t - 7205t = t2 — 125t + 2500 = 0

Es folgt t = 25 oder t = 100.

Setzt sich der Konzentrationsabbau nach 25 oder 100 Minuten linear fort, liegt nach 125 Minuten keine Belastung mehr vor.

Aufgaben zur analytischen Geometrie

Seite 209 | Aufgabe 6 :

a)

b)

OF = OF + AB = (;) + (“4") = (E,); F(1/9]0)
0 0 0
Rechter Winkel bei A: AE - AB = (?,) - (‘f) = 0. Also ist AEFB ist ein Rechteck.
0 0

Trapez: DC = (}4) = %/Tﬁ; Mit einem Paar paralleler Seiten ist ABCD ein Trapez, und da die gegeniiberliegenden Seiten DC
0

und AB nicht gleich lang sind, ist es kein Parallelogramm.

AD = (25’); BC = (_29) Das Trapez ABCD ist gleichschenklig, denn lﬁl =vV36+49+25=v110=vV4+ 81 + 25 = Iﬁ:]
5

5

Eagp: X = (_61) ik r( ) + s( ) Aund B liegen auf Easp und auf der xixz2-Ebene, also ist g = gapund g: X = ( 61) +s (_48).
0 5 0 0

Eagp hat den Normalenvektor (-?) X (_48> = (_ig) = (-20)- ( )
5

0 80
Die graue Dachflache liegt in der xixz2-Ebene und hat den Normalenvektor (8)
1

@ _

Fiir den Winkel a zwischen den Dachflichen gilt: cos(a) = v % ~ (0,873 o= 29,2°
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0)

d)

Losungen Fundamente der Mathematik Ausgabe B Klasse 12 Grundkurs

Schattengerade gs durch S: gg: X = (;) + k( ) ); Der Schnitt mit Eagc fithrt zu einem LGS mit der Matrix:
7

-15
s r k
—8 —=6; 1.71-3 ) 1 3 i
( 4 =7 2| ) Manerhaltk=3,r=;,s=§und3(0|—3|2,5).
0 5 4,51 7

Wegen 0 <r,s <1 liegt S im Parallelogramm, welches von A aus durch AD und AB aufgespannt wird. Es liegt dann im

Trapez, wenn es aufierdem in dem Parallelogramm liegt, welches von B aus durch BA und BC aufgespannt wird. Das ist der
Fall, denn 0S' = (_03) = (—32) +r (_84) +s (:3) hat die Losungs = ~und r = 2also0<rs<l.
2,5 0 0 5 2 4
Insgesamt liegt S' damit im Trapez ABCD.
Punktprobe fiir T' und g: (i) — (_61) +k (“;’) wird erfillt fir k = %
0 0 0
Schattengerade fiir T: g1:X = (%) + r( =3 )
0 -15
Da T auf dem Mast liegt, muss gelten T(3|3|z). Daraus ergibt sich r = —1 und somit T(3|3]1,5).

RT = (:%),TTS" = (:i) Schattenldnge in Meter: Iﬁ;l + IFS—;I =5+.2625~ 74

0 2,5

gry senkrecht zu g: (_21> : ("48) =0 grsr senkrecht zu g: (:i) . (_48) =0
0 0 2,5 0
Der Winkel zwischen den Dachflachen ist gleich dem Winkel zwischen ggqs und grrgr :
)
0/ \25 i 10 - - °
Vs zers - Ve vzeas - 0873 e
Nimmt man T als FuRpunkt der Hohe des Trapezes, dann ist der Endpunkt der Hohe auf goc der Punkt von gygr, dessen
x3-Koordinate gleich 5 ist.
Man sieht, dass dazu k = 2 bei grg/ : X = (f) +k (:2
0 2,5

Die Parallelen des Trapezes haben die Ldngen a = IA_B'I =4/Sundc = |ﬁf| = 2/5.
Fliche: A = - (4V5 + 2V5) - 2,/26,25 =~ 68,74

cos(a) =

= 24/26,25.

) gelten muss. Demnach ist die Hohe h = |2 (:i)
25

Seite 210 | Aufgabe 7

a) gxX= (:ig)H( ‘98) = (I?%) +9t(§)
118 -36 118 -4
|MN| = 9(?) = 9V21 =~ 41,24
-4
Der Meteorit bewegt sich also mit etwa 41,24 km/s = 148 464 km/h.
b) EbeneF:X = (%) + r(g) +s (3)
1 1 2
Saufg: (%3) = (:?g) + 9t( z ) s ( %‘3 ) = 9t( 2 ) Man erhéltt = E, Sliegt auf g.
6 118 -4 -112 -4 =
sut (8)= (1 (3 (9 = (5) =) +<)
6 1 1 2 5 1 2
Die mittlere Zeile ergibt s = 2 und dann ist r = 1. S liegt auf F, ist also Schnittpunkt von gund F.
Der Meteorit schldgt zum Zeitpunkt t = % auf, also nach 3 % Sekunden.
¢) Probe fiir Q: (:ig) = (:?g) + 9t( : ) o ( 250 ) = 9t( : )
Zy 118 —4 z,—-118 -4
Die ersten beiden Zeilen werden fiir 9t = =30, also fiirt = — % erfiillt. In der 3. Zeile ist dann z; — 118 = 120, damit liegt
Q(—93|—48|238) auf der Flugbahn. Der Zeitpunkt der Beobachtung liegt ca. 3,33 s vor Erreichen des Punktes M (bei t = 0).
Probe fiir R: (__591> = (:33) + 9t( ; ) = ( v ) = 9t( ¢ )
2, 118 -4 z,-118 -4
Die ersten beiden Zeilen sind unerfiillbar (Vorzeichen!), also kann - bei geradlinigem Flug - der Meteorit nicht in R
beobachtet worden sein.
0 5= (3 - (1) 5= (1)
5 4 3

Da jede Koordinate von CS Kkleiner ist als die entsprechenden Koordinaten von AS bzw. BS, liegt der Punkt C am nichsten am
Aufschlagpunkt S.

Normalenvektor von F: (3) X (3) = (“14); (T’) . (%) =14 Koordinatengleichung von F: —4x; + x, + 16x3 = 14

1 2 16 16 1
=5 - - & 3 & o . 3 284
Lotgerade zu F durch Punkt M: X = (-?3 +t 14) Einsetzen in die Koordinatengleichung von F ergibt t = — —
118 16
284

284

Abstand: d(M, F) = |—3—9 (‘;‘) =24 V273 ~ 120,32
16

Der Meteorit war zum Zeitpunkt seiner ersten Sichtung etwa 120,32 km von der Ebene F entfernt.
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g
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Flugbahn des Flugzeuges: h: X = (%) +tm (;,?;); tm, entspricht der Zeit in Minuten.
9 08

9t ity
Matrix zur Schnittbedingung: ( i :ig ;‘; ) Man erhalt t,, = 0—; =1,25und t=3.
-4 -0,81-109

Der Meteorit ist nach 3 Sekunden am Schnittpunkt der Flugbahnen, das Flugzeug nach 75 Sekunden.
(3)-(3)
o _AWNgs) 336
Winkel: cos(@) = 775 = 77 vooes
-34 18 2\ _ _ _ 525 _25 _,7
[(;gé) i t(_36)] : (_14) = 5254189t =0 t=2 =2 =]
i = (3)+2( %) =(¥) = V256 + 16+ 81 = V353 ~ 188
) 109 9 \_36 9

Der Betrag von Uzs ist die Liange des Lotes von T auf g und entspricht dem Abstand von T zur Flugbahn g.
9

~ (0,438 a = 64,0°

. . 1(16) . "
Bis zum Aufschlag des Meteoriten bewegt sich das Flugzeug von T aus nur um 3% e (4,3), ist also maximal
08

%\/279,68 km = 0,87 km von T entfernt. T selbst ist mindestens 18,8 km vom Meteoriten entfernt. Damit bleibt das

Flugzeug mindestens 18,8 km — 0,87 km = 18 km vom Meteoriten entfernt. Der Meteorit stellt also keine Gefahr fiir das
Flugzeug dar.

Seite 211 | Aufgabe 8

a)

b)

d)

g)

h)

0D = 0A +BC = (:i) i (‘3") = (:?); D(-8|-1/6) Rechter Winkel bei B: BA - BC = (: ) ( 4 ) =13—12=0
3 3 6 0 3

A'(-2]-4/0) B‘(0]0]0) C'(-61310) D'(-8]-1]0) F(1]-3]0)

|SF| = 8 LE; Lange der Stange: 8-0,3m =2,4m

B ist Stiitzpunkt von E. Mit r = 1 und s = 0 erhélt man die Koordinaten von A, mitr = — % und s = 5 erhélt man die

Koordinaten von S.

B g el el

AB = (f) und AC = (—74) sind Richtungsvektoren der Ebene E1.
0

3
Normalenvektor von E1: <i) X ("74) = (3%) =6 (_21) (_21> . (Zi) =15
0 3 30 5 5 3

Koordinatengleichung von E;: 2x; — x, 4+ 5x3 = 15
Einsetzen von Ein E1: 2(=2r) — (—4r—s)+5(3+s) =15 15+ 6s=15es=0

Also schneiden sich E und E;. Schnittgerade: X = ( ) + r( ) OB +r-BA =gy
3 0
W:l(:ﬁ)=<:;);M(—1|—2|3) Ws:(i)
2\343 3 5

MS-AB = (%) (3) =4-4=0 MSBC=(4)-(3)=-12-3+15=0

5 0 5 3
Fliche des Dreiecks ABS: A = 7 [AB| - [MS| = 2v20 - V30 = 5v6 ~ 12,24 (LE?)
BS-BC = (33)-(‘36) =0 Volumen: V = G -h = 5v6 - [BC| = 5v6 - V54 = 90 LE® = 90 (0,3 m)? = 2,43 m?

5 3

B e e
V62432437 . \[62+32+07  V54-VA5 ax 24,

Schnitt von gsc: % = ( ) % k( ) und g: % = (_13) +t (‘11) ergibt k = 2 und t = 5. Damit st P(-4/2]5).
3 0 1
Wegen 0 < k < 1 liegt P auf der Strecke BC. Teilungsverhaltnis: [BP| : |[PC| = 2: 1
gapiX = (:2) +s (ﬁ) h sei die Gerade, die parallel zu AB unter AB liegt und g schneidet: h: % = (:ﬁ) +s (ﬁ)
0 z 0

cos(a) =

Schnitt von h und g: ( ) + s( ) <_1’;) + t(_ll) ergibts = g; t= g und z = g mit dem Schnittpunkt Q(— %I—%l g).
0 1 :

Die x3-Koordinate von Q ist = 5 ® und somit befindet sich der Punkt Qum3 — ; = g Langeneinheiten, also g ‘03m=04m
unterhalb der Strecke AB. Das Kind miisste 40 cm nach unten reichen.
Der Punkt der Stange mit der kiirzesten Entfernung zu AB befindet sich in der Hohe x3 = 3, also bei S1(1]-3]3).

Lotgerade von Si auf AB: g;: X = (_ ) +r (_2)
Schnitt von g; und gas: ( ) ( ) ( ) ( )wnrd erfillt firr=1unds=- der Schnittpunkt ist M(-1]-2|3).
3

1

0
(‘f)l VSLE =0,3-V5m ~ 0,67m
0

98



Losungen Fundamente der Mathematik Ausgabe B Klasse 12 Grundkurs

Seite 212 | Aufgabe 9

a)

b)

g)

=(f)=e()  F=()-50) w=(4)=5()
0 0 30 5 30 5

Man sieht sofort |CF| = |AF|. Weiter gilt |[AC| = 6V50 = |CF|, also sind alle drei Seiten gleich lang.

EACF: X = (33 ) + r(_17) +s (_43)
=10 0 5

flES k
o fum AN . L =7 -3 —1[—23 .
gX= (1155) + k(zs) mit Excr schneiden, ergibt: ( 1 4 —7 _11) Man erhdltk = 3; s =r = 2; 5§(0|6]0).
5 5125
rechtwinkliges Schneiden: <_17) . ( 7 ) =0 und (_43) . ( 3 ) =0
0/ \-s 5/ \=s

—_— = k — k —_—2 —_—
AP, = (_1213:7k); CPy = (_i3i7k) |APy|” = 1275 — 450k + 75k2 = 75(17 — 6k + k2) = |cpk|2

25-5k , | 25-3k "
Es muss gelten [AP,|” = [AC|” = (6V50)" = 1800, also:
75(17 — 6k + k?) = 1800 ® k? —6k+ 17 =24 = k?*—-6k—7=0 (k= 7)(k+1) =0
Man erhalt P;(4|34| — 20) und P_, (—4|—22|20).
Die Grundfliche ist ein gleichseitiges Dreieck ACF mit Seitenlange a = |AC| = 6v50 = 30v2
Mit der Formel fiir den Flicheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks gilt: A = %\/5 = 18:—0\/5
Die Lotgerade g durch H(—4|—22]20) schneidet Excr in S(0]6]0).
Fir die Hohe h der Pyramide gilt dannh = |H_S'| = ( 23 ) = |4( 7 )

-20 -5

Volumen: V = 5 400\/3'20\/5 =9000
Mar(11]8]5); Mrc(-10]11|5); Mcu(-13|-10|5); Mua(8|-13|5)
MarMua = MpcMcy = (——331) und MagMgc = MyaMcy = (_321)

= 44/75 = 20V/3.

1118

Die Mittelpunkte bilden eine Raute und wegen (._231) : (‘%1) = 0 ein Quadrat.
0 0
OB = OA+1AC+1HF= (Z‘;) +l('22) +1(4"2) = ( 220) B(2]20] — 10)
2 2 -10/ %\ o 2\o -10

Aufgaben zur Stochastik

Seite 213 | Aufgabe 10

a)

b)

d)

e)

P(Gewinn) = éj = % =0,1
P(A) = P(genau 2 Richtige) + P(Gewinn) = %gﬁ +01= 16—0 +0,1=0,7 P(B) =1 —-P(Gewinn) =1-0,1=0,9
Fehler im 1. Druck des Schiilerbuchs: Der Preis ;etriaigt 3,60 € pro Wettschein.
P(genau 2 Richtige) = 0,6; P(genau 1 Richtiger) = %%;—) =2=03
3

langfristig zu erwartende durchschnittliche Auszahlung:

P(Gewinn) + 9 € + P(genau 2 Richtige) - 3,60 € + P(genau 1 Richtiger) - 1,20 €
=01:-9€+06-360€+03-120€=3,42€<3,60€

Fiir ein faires Spiel mit Einsatz E muss gelten: 0,1-9€ + 0,6 - E + 0,3 -%E =E

Es folgt 0,9 € = 0,3 - E und fiir den Einsatz eines fairen Spiels E = 3 €.

Damit die Verteilungen Y und Z binomialverteilt sind, wird bei jedem Spiel nur zwischen , Treffer (hier ,drei Richtige") und
_kein Treffer” unterschieden und die Spielwiederholungen miissen unabhéngig voneinander sein. Ein Treffer tritt bei jedem
Spiel mit der gleichen Wahrscheinlichkeit (hier 0,1) auf.

Es gilt Y ~ Bgg;0,1und Z ~ Byg000;01- Der Term () - 0,1% - 0,992 beschreibt die Wahrscheinlichkeit P(Y = 8), dass bei
Anbieter A genau 8 von 100 Spielern 3 Richtige haben.

(D P(Y >10) =1—P(Y £ 10) = 0,417

(2) P(950 < Z < 1050) = P(Z < 1050) — P(Z < 949) ~ 0,908

(3) P(Z < 1000) = P(Z < 999) = 0,495

(4)P(Y =10)-P(Y < 10) = P(Y = 10) - P(Y < 9) = 0,132 - 0,451 = 0,060

Gesucht ist der kleinste Wert ¢ mit P(1000 — ¢ < Z < 1000 + ¢) = 0,75. Man erhalt ¢ = 35.

Es gilt P(965 < Z < 1035) ~ 0,763 und P(966 < Z < 1034) = 0,7499.

Anmerkung: Als Anhaltspunkt fiir ¢ kann man zunéchst die 10-Umgebung

Bei Anbieter A liegt die Anzahl an Spielern mit drei Richtigen unter 5 oder tber 15.

n=10000undp =0,1,alsop=n-p=1000undo= Jn-p-(1-p)=30>3 (Laplace-Bedingung)

Die Anzahl der Spieler mit 3 Richtigen liegt mit etwa 99,7 % Wahrscheinlichkeit in der 30-Umgebung

[1000 - 3 - 30; 1000 + 3 - 30] = [910; 1090].
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Seite 214 | Aufgabe 11

a) Xist binomialverteilt mitn = 60 und p = 0,9.
(D P(X = 58) = 0,039
@) P(X>58)=1—P(X <58) ~ 0,014
(3)P(55 < X <58) = P(X < 58) — P(X < 55) = 0,257

b) Essind 60 -350 — 19 000 die Einnahmen abziiglich der Kosten. Davon werden die langfristig zu erwartenden
durchschnittlichen Entschadigungen abgezogen. Darin ist jeder Summand das Produkt aus dem k-Fachen von 500 und der
Wahrscheinlichkeit fiir k Entschadigungen. Es sind eine (59 Personen wollen die Reise antreten) oder zwei (alle 60
Personen wollen die Reise antreten) Uberbuchungen méglich. Man erhilt mit dem Term als zu erwartender Gewinn bei 60
Buchungen 1992,21 €.
Gewinn bei 58 Buchungen in €: 58 - 350 - 19 000 = 1300
Nun sei X binomialverteilt mitn = 61 und p = 0,9.
zu erwartender Gewinn bei 61 Buchungen in €:
61-350—19000—1-500-P(X=59)— 2-500-P(X=60)—3-500-P(X=061)
= 2350 — 500 - (0,0365 + 0,022 + 0,0048) = 2318,35
Bei 61 angenommenen Buchungen ist der zu erwartende Gewinn pro Reise am hochsten.

¢) (1) X sei binomialverteilt mitn = 61 und p = 0,9, dann gilt: P(X > 59) = 1 — P(X < 58) ~ 0,049
(2) Der Schnittpunkt der beiden Graphen ist die Losung der Gleichung Pe1; (X = 59) = 0,014, die x-Koordinate ist p.

Fiir p < 0,875 ist die Wahrscheinlichkeit von Abweisungen kleiner als 1,4 %.

d) Y: Anzahl der Verspatungen; p = 0,12 Gesucht ist das kleinste n mit P(Y > 1) > 0,96
P(Y>1)=096  1-P(Y=0) =096 < P(Y =0) < 0,04 = 0,88" < 0,04,also n > log,53(0,04) ~ 25,18
Die Person muss mindestens 26 Reisen mit dem Unternehmen antreten.

Seite 215 | Aufgabe 12
a) (1) P(krank N positiv) = 0,1 0,72 = 0,072
(2) P(gesund N negativ) = 0,9 - 0,73 = 0,657

P(krank n positiv) 0,1:0,72
it nk) = = ~ 0,229

® Fpositiv (krank) P(positiv) 0,1:0,7240,9- 0,27
__ P(gesund n negativ) _ 0,9:0,73 ~ 0959

@ Pnegatlv(gesund) " P(negativ) T 0,1-0,28+0,9-0,73 !

P(krank n 2—mal positiv) 0,1-0,722
- = = -~ (0,441
b) P2-mal positiv (krank) P(2-mal positiv) 0,1-0,722+0,9- 0,272

Die Wahrscheinlichkeit, nach zwei positiven Tests wirklich erkrankt zu sein,
hat sich gegentiber der nach einem positiven Test verdoppelt.

P(gesund N positiv; negativ 0,9:0,27-0,73
Fpositiv; negativ(gesund) = > p(posi:v; negativ)g > = 0.1-072-0,28+09-0,27-073 0,898
¢) (1) Da der Stichprobenumfang n = 5000 gegeniiber der Grundgesamtheit sehr klein ist, wirkt sich das Ziehen ohne
Zuriicklegen so gut wie nicht auf die Wahrscheinlichkeit aus, einen Erkrankten anzutreffen. Damit kann auf allen Stufen
des Zufallsversuchs mit gleichem p = 0,1 gerechnet werden. Es handelt sich also um eine Bernoulli-Kette.
(2) E(X) =5000- 0,1 =500; 0 = /5000 - 0,1 - (1 — 0,1) = V450 ~ 21,2 > 3 (Laplace-Bedingung)
20-Umgebung: [500 -2+ 21,2; 500 + 2 - 21,2] = [457,6; 542,4]
P(458 < X < 542) ~ 0,9549 < 0,955 und P(457 < X < 543) ~ 0,960 > 0,955, das gesuchte Intervall lautet [457; 543].
(32:20=84=+yn-0,1-09 = 21  0,09n = 441 & n = 4900
d) Fs000;01(464) = P(X < 464) = 4,6 % gibt das Risiko an, dass man anhand der Stichprobe auch dann mediterrane Erndhrung
fiir vorteilhaft in Bezug auf Diabetes hilt, wenn dies in Wirklichkeit nicht der Fall ist.

Seite 216 | Aufgabe 13

a) Wire die Reihenfolge der Buchstaben egal, gibe es keinen Anlass das Spiel vorzeitig abzubrechen, denn es wiire dann selbst
bei der 3. Drehung noch stets ein Gewinn méglich.
Anzahl der méglichen Ergebnisse: 3% = 27
Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiger Gewinn erzielt wird: P(TOR) + P(ROT) + P(TTT) + P(000) + P(RRR)
P(TOR) = P(ROT) = 0,5 0,252 und P(000) = P(RRR) = 0,253 und P(TTT) = 0,53
Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen beliebigen Gewinn 2 - 0,5 - 0,252 + 0,53 + 2 - 0,253,

Ergebnis "TOR | ROT [ TTT [ 000 [ RRR | sonstigq
Wahrscheinlichkeit 2 2 [ 2 Jar (-2 s
| 32 | 32 ‘ 8 | 64 64 | 64 |

b) langfristig zu erwartende durchschnittliche Auszahlung: 20 € - % +i5€ ‘%+ 50 €- % = 3,4375

Bei einem Einsatz von 3,50 € pro Spiel entsteht langfristig ein Verlust von 3,50 € — 3,4375 € = 0,0625 € = 6,25 Cent.
Gesucht ist ein Auszahlungsbetrag x fiir das Ergebnis (TTT) mit 20 € - % i é +50€- 6—24- = 3,50 €. Es folgt x = 5,50 €.
Bei einer Auszahlung von 5,50 € beim Ergebnis (TTT) und sonst unverinderten Auszahlungen ist das Spiel fair.
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c) p=P(TR) + P(RT) - P(OT) + P(OR) = + >+ s+ ==—

X ist binomialverteilt, weil die einzelnen Drehs unabhiéngig voneinander sind und weil es genau zwei mégliche Ausginge
gibt: ,Treffer: Spiel endet nach 2 Drehs", ,kein Treffer: Spiel endet nicht”. Die Parameter sindn = 2000 undp = %.

E(X) = 2000 - =875;0 = Jzooo ‘. (1-1) = |22 ~222> 3 (Laplace-Bedingung)

20-Umgebung: [875 - 2-22,2; 875 + 2 - 22,2] = [830,6; 919,4]

P(831 < X < 919) ~ 0,9552 > 0,955 und P(832 < X < 918) = 0,950 < 0,955, das kleinste um den Erwartungswert
symmetrische Intervall mit mindestens 95,5 % Wahrscheinlichkeit lautet [831; 919].

Gesucht ist nun das kleinste n mit P(X > 1) > 0,95

P(X21) =095 1—P(X=0)2 0,95 < P(X = 0) < 0,05 & (%)" < 0,05, also n > logs (0,05) ~ 5,21
16

Der Spieler miisste das Spiel also mindestens sechsmal spielen, damit das Spiel mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
95 % mindestens einmal vorzeitig endet.

d) (O Wahrscheinlichkeit, dass der erste erdrehte Buchstabe R oder O ist und der Spieler gewinnt.
P(T 1 G) = P(ROT) + P(RRR) + P(000) = —+—+— =~

64 64 16
@ Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler nicht gewinnt, unter der Bedingung, dass der erste erdrehte Buchstabe T ist.

1.1
AN 1 _ 4 _PTNG) _ . PTOR+P(TTT) _ . H*g _ . _ 5
RGO =1-P(G)=1 o 1 o) = T =1-=

2
@ Wahrscheinlichkeit, dass der erste erdrehte Buchstabe R oder O ist, unter der Bedingung, dass der Spieler gewinnt.
1
Po(T) = 202 = g, = 2

50 —
P(G) 1— 7

Die Ereignisse T und G sind stochastisch abhéngig, da z.B. gilt: P(T) = ; # % =P(T)
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