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6. Abiturvorbereitung

6.2 Aufgaben ohne Hilfsmittel

Die folgenden Aufgaben sollen ohne Taschenrechner sowie ohne Formelsammlung geldst
werden. Der hilfsmittelfreie Teil einer Abiturpriifung enthalt Aufgaben aus den drei Bereichen

Analysis, Analytische Geometrie und Stochastik.

Aufgaben zur Analysis

1. Gegeben ist die Ableitungsfunktion f' mit

fi(x)==x2+12x-32,x€R.

a) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f"

b) Die Abbildung zeigt den Graphen von f" Skizzieren
Sie in lhrem Heft den Graphen einer moglichen

Ausgangsfunktion f.

c) Gegeben ist die Ableitungsfunktion g’ mit
g'(x) =f'(x) — 5. Entscheiden Sie begriindet, ob der
Graph einer moglichen Ausgangsfunktion mindes-
tens einen lokalen Extrempunkt besitzt.

y
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2. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =—2-eX, x € R.
a) Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion f'und treffen Sie mit ihrer Hilfe eine Aussage
Uber das Monotonieverhalten von f.
b) Die Tangente an den Graphen von fim Schnittpunkt mit der y-Achse begrenzt mit den
Koordinatenachsen ein Dreieck.
Weisen Sie nach, dass dieses Dreieck einen Flacheninhalt von 1 FE hat.
3. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x2 = 17) - e
a) Zeigen Sie, dass die Funktion F mit F(x) = (x2 — 2x — 15) - e* eine Stammfunktion der
Funktion fist. u
b) Bestimmen Sie einen Wert fiir u, sodass gilt: I f(x)dx=15
0
4. Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f mit

=1,3,1,2_3
f(x) =gx> + 3x2 = 3x.

a) Weisen Sie rechnerisch nach, dass der Graph von fin
( 3| ) einen Hochpunkt und in T(

Tiefpunkt hat.

b) Begriinden Sie, dass der Graph einer ganzrationalen
Funktion dritten Grades stets genau einen Wende-
punkt hat.

6) einen

N W N .
+ t +

31y} 1Y%

-1+

7”5 2

¢) Entscheiden Sie begriindet, bei welchem der abgebildeten Graphen es sich nicht um

den Graphen einer Stammfunktion von f handeln kann.

® y ® y ® ¥
6 3+ 34
at 21 21
21 14 14
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s

5. EinTank enthilt zu Beginn der Beobachtung 20 m3 Wasser. Fiir die anschlieBenden 6 Stun-
den gibt die Funktion f mit f(t) = —(t — 2) (t — 4) die Zu-/Abflussrate in m3/h an.
a) Begriinden Sie anhand des Funktionsterms von f, dass im Zeitraum [2; 4] ein Zufluss
von Wasser stattfindet.

b) Begriinden Sie anhand der Abbildung y

des Graphen von f, dass in den ersten 1] /\ ) O |

2 Stunden weniger als 8 m? abflieRen. -3 -2 -1 213 lalslelzlals
c) Geben Sie an, welche der Aussagen

wahr ist:

(@ Beit =3 hat der Wasserstand im
Tank ein Maximum.
(@ Beit =2 hat der Wasserstand im
Tank ein lokales Minimum.
d) Geben Sie einen Term an, mit dem das
Wasservolumen im Tank nach 3 Stun-
den berechnet werden kann.

6. Die ganzrationale Funktion f dritten Grades ist punktsymmetrisch zum Ursprung.
Die Tangente t an den Graphen von f im Punkt B(1]0) hat die Gleichung t(x) = 2x — 2.
a) Bestimmen Sie eine Funktionsgleichung von f.
b) Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente des Graphen von f.

7. Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f y
mit f(x) = 3x — x3. _
a) Leiten Sie her, dass die Funktion f die Nullstel- 14 f

len x; = V3, x, =0 und x5 = V3 hat.
i

b) Berechnen Sie A= j f(x) dx und erldutern Sie
0
die geometrische Bedeutung der Zahl A.

c) Erlautern Sie, dass der Inhalt der Flache, die
vom Graphen von f mit der x-Achse einge-
schlossen wird, 2 - A betrdgt.

8. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x — x?) - e™*. Die Abbildung zeigt den Graphen von f.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion F mit y
F(x) = (x%+x + 1) - e* eine Stammfunktion i
zu fist. 05t

b) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die der +
Graph von f zwischen seinen Nullstellen mit W e \\fJ i
der x-Achse einschlief3t. / 0,5 1:0\1«5\"

¢) Geben Sie die Extremstellen von F an und er-
ldutern Sie ohne weitere Berechnungen, um
was flir eine Art von Extremum es sich handelt.

0,5+

9. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =5 - &-2
a) Berechnen Sie die Nullstelle der Funktion f.
Ermitteln Sie die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P(0]3).
b) Zeigen Sie, dass diese Tangente mit den Koordinatenachsen ein gleichschenkliges
Dreieck einschlief3t.
¢) Zeigen Sie, dass der Graph von f weder Extrempunkte noch Wendepunkte hat.
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R

Aufgaben zur Analytischen Geometrie

10.

11.

L

13:

14.

Xy —2X;—3x3= -3
Xy +5X3= 4
2x;+axz3= 4

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem mit Parameter a.
a) Losen Sie das Gleichungssystem fiira = 6.
b) Begriinden Sie, dass das Gleichungssystem fiir a = 10 keine

Lésung hat.

Das Haus hat die Eckpunkte A(0]0]0), B(0]4|0), D(-3|0]0) S

und E(0]0]2). /i

a) In der Skizze sind die Vektoren @, b und € eingezeichnet. B h &
Bestimmen Sie die Koordinaten der folgenden Vektoren. AR =
Vi=a+b; $=3-G EL— -
V;=3-b+¢; Vi=a-(b+2) 1S e e

b) Zeigen Sie, dass die Strecke BD eine Ldnge von 5 LE hat. . /

c) Die Spitze S des Dachs befindet sich 2,5 LE oberhalb des A a B

Mittelpunktes des Rechtecks EFGH. Geben Sie die Koordinaten von S an.
d) Berechnen Sie das Volumen des abgebildeten Korpers.

4 1

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Gerade g: X = < 4) +r- <2> und die

Punkte A(3]2|-3) und B(1]2]-5) gegeben. ol 2

a) Die Gerade h verlauft durch die Punkte A und B. Ermitteln Sie die Parameterdarstellung
von h.

b) Weisen Sie nach, dass sich die Geraden g und h in genau einem Punkt schneiden.

c) Weisen Sie nach, dass die Geraden einen Winkel von 45° einschlieBen.

(Hilfe: cos(45°) = é)

Ein Flugzeug befindet sich zum Zeitpunkt t =0 im
Punkt P(4|-1]5). Die Bewegung des Flugzeugs K
innerhalb einer Minute wird durch den Vektor \2--

3

V= (4) beschrieben. 1 LE=1km I 2 %5
0 t t + + t + +

a) Ermitteln Sie die Position des Flugzeugs nach
2 Minuten und nach 10 Minuten. 24
Uberpriifen Sie, welche der Punkte Q(1]5]0)

und R(-0,5|-710) senkrecht unter der Flug- X,
bahn liegen.

¢) Begriinden Sie, dass das Flugzeug auf diesem Kurs niemals den Erdboden in der x,x,-
Ebene bertihrt.

Zeigen Sie, dass sich das Flugzeug mit einer Geschwindigkeit von 300 km/h bewegt.

b

-

d

-

Gegeben sind die Punkte A(1]-116),B(10]8]6), A i

C(41510)und P(2]y|4) mity € R.

a) Bestimmen Siey so, dass P auf der Geraden g
durch A und C liegt.

b) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC im Punkt C
einen rechten Winkel besitzt und gleichschenk-
lig ist.

c) Berechnen Sie mithilfe des Ergebnisses aus b) f——t
den Flacheninhalt des Dreiecks ABC. T s

d) Bestimmen Sie den Punkt D so, dass das Drei-
eck ABC zum Quadrat erganzt wird. X
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15.

16.

17.

18.

19.

2 1 1 1
a) Zeigen Sie, dass der Punkt P(0|0]0) in der Ebene E liegt.
b) Begriinden Sie ohne weitere Berechnungen, dass alle Punkte der Geraden g in der
Ebene E enthalten sind.
c) Bestimmen Sie a so, dass der Ortsvektor von Q,(2|3]a) senkrecht auf E steht.

3 0 3 0
Gegeben ist die Ebene E: X = <2> +r- <2> +5s- (0), r,s € Rund die Gerade g: X =u - (2)

2 0

d) Begriinden Sie, dass die Gerade h: X = ( 3) + t<2> parallel zu E im Abstand d =7
verlauft. -6 1

e) Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung von E.

In einem kartesischen Koordinatensystem modelliert die x,x,-Ebene eine Dachflache.
Eine Langeneinheit entspricht 1 m. Im Punkt P(9|2]0) ist eine 5 m lange Antenne senkrecht
-1
zur Dachfldache angebracht. Der Vektor V = < 1 ) gibt die Richtung der Sonnenstrahlen an.
-1
a) Geben Sie die Koordinaten des Punktes S, der die Spitze des Mastes darstellt, an, und
berechnen Sie die Koordinaten seines Schattens S'in der x;x,-Ebene.
b) Zeigen Sie, dass die Lange des Schattens, den die Antenne auf die Dachflache wirft,
V50 m = 7,07 m betrigt.

5 4
c) Die Geradeg:X = (3) +t- <—l>, t € R, schneidet die Gerade gps durch Pund S, in der
5 =3
die Antenne liegt. Weisen Sie nach, dass der Schnittpunkt auf der Strecke PS und somit
auf der Antenne liegt.

Gegeben ist der Punkt P(—=1]| 1] 1) und fiir t € R der Punkt Q(3|1 +t|2).

a) Geben Sie eine Parameterform der Geraden g an, welche durch S(3]1(2) parallel zur
X;-Achse verlauft. B

b) Zeigen Sie, dass alle Punkte Q, auf g liegen. \ a

c) Zeigen Sie rechnerisch, dass fiir den Abstand d von P N
zuQ.gilt:d=>5

d) Der Vektor P_Q(; fir t = 0 steht senkrecht auf g. Geben 9
Sie einen Punkt A auf g an, sodass das Dreieck AQ,P
einen Flacheninhalt von 10 FE hat. P

Gegeben sind die Punkte A(0|0]0), B(4|0]0) und C(0]6]0).

a) Der Punkt S liegt auf der positiven x;-Achse so, dass die Pyramide mit Grundflache ABC
und Spitze S ein Volumen von 32 VE hat. Bestimmen Sie die Koordinaten von S.

b) Geben Sie eine Parametergleichung der Ebene E durch die Punkte B, Cund S an.

c) Zeigen Sie, dass P(0|3]4) auf E liegt.

d) Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an, die durch P senkrecht zu E verlauft.

Gegeben ist die Ebene E laut Abbildung. %3

a) Geben Sie flir E eine Koordinatenglei- P
chung an. 3

b) Geben Sie eine Koordinatengleichung 2
der zu E parallelen Ebene F an, die den 1

Punkt P(4]5|7) enthélt.

c) Die Gerade g, die P enthalt und senk-
recht auf E steht, durchstot Eim
Punkt Q.

Bestimmen Sie die Koordinaten von Q.
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Aufgaben zur Stochastik

20.

2%

22.

23,

24,

In einem Kartendeck befinden sich 12 Karten, darunter sechs Joker, vier Asse und zwei

Buben. Es wird nacheinander je eine Karte ohne Zurlicklegen gezogen. Es werden die

folgenden Ereignisse betrachtet.

A: Nach zweimaligem Ziehen wurde mindestens ein Joker gezogen.

B: Unter drei gezogenen Karten befindet sich héchstens ein Bube.

a) Formulieren Sie die Gegenereignisse A und B.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten von A und B.

¢) Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeit berechnet werden kann, dass
nach sechsmaligem Ziehen alle Asse gezogen wurden.

Von zwei Ereignissen A und B ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass beide eintreffen, gegeben durch
P(ANB) =1 2
a) Ubertragen Sie das Baumdiagramm und ergén-
zen Sie die fehlenden Wahrscheinlichkeiten.
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafir, 1 B
dass 2
® B eintrifft und A nicht eintrifft <
@ B eintrifft, nachdem A eingetroffen ist
® B eintrifft
@ A eintrifft, nachdem B eingetroffen ist
c) Ermitteln Sie, ob die Ereignisse A und B stochastisch unabhéngig sind.

Die 20 Angestellten eines Unternehmens wenden etwa 20 % ihrer Arbeitszeit fiir Kunden-

telefonate auf. Dafiir stehen 10 Leitungen bereit.

a) Erldutern Sie in diesem Zusammenhang die Bedeutung des Terms 0,82° =~ 0,01.

b) Der Arbeitstag ist 480 Minuten lang. Geben Sie an, wie viele Minuten keine Leitung
benotigt wird.

c) Geben Sie an, wie viele Leitungen im Durchschnitt gleichzeitig benotigt werden.

d) Die Anzahl der Leitungen soll auf 3 reduziert werden. Erldutern Sie in diesem
Zusammenhang die Bedeutung des Terms

0,8°+20-0,2'-0,8' + (220) .0,22-0,8'8 + (230) .0,23-0,8"

Es sei X eine binomialverteilte Zufallsgro3e mit den Parametern n und p.

a) Erklaren Sie in diesem Zusammenhang die Bedeutung der Terme O, ® und ®.
O(-pf O} p(1-pr=>  @1-((1-pr+n-p-(1-p)~")

b) Gegeben sind p =20 und o = 2. Bestimmen Sie nund p.

Durch die Menschenmenge eines Volksfestes bewegen sich zehn Losverkaufer. Vier von

ihnen haben rote Lostrommeln, in denen der Anteil der Gewinne 0,1 betragt. In den

blauen Lostrommeln der restlichen sechs Verkéufer befinden sich 20 % Gewinne.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass jemand bei einem zuféllig angetroffe-
nen Losverkdufer einen Gewinn zieht.

b) Eine Festbesucherin hat einen Gewinn gezogen. Berechnen Sie, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit sie diesen aus einer blauen Trommel gezogen hat.

c) Eswerden zwei weitere Verkdufer mit griinen Lostrommeln losgeschickt, in denen der
Anteil der Gewinne p betragt. Bestimmen Sie p so, dass die Wahrscheinlichkeit dafr,
bei einem zufallig ausgewahlten Losverkaufer ein Gewinnlos zu ziehen % ist.
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25. Zum Karneval produziert ein Konditor Pfannkuchen. 5% der Pfannkuchen enthalten Senf

26.

27,

28.

anstatt Marmelade. Nacheinander kaufen zehn Kunden je einen Pfannkuchen.
a) Die GroBe X zdhlt die Anzahl der Kunden, die einen Pfannkuchen mit Senf bekommen.
Begriinden Sie, dass X eine binomialverteilte ZufallsgroBe ist, und geben Sie n und p an.
b) Geben Sie je einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse A, B und C
berechnet werden kann.
A: Die ersten zwei Kunden bekommen einen Pfannkuchen mit Marmelade.
B: Genau zwei der zehn Kunden erwischen einen Pfannkuchen mit Senf.
C: Mindestens zwei Kunden bekommen einen Pfannkuchen mit Senf.
c) Entscheiden Sie, welche der Abbildung zur binomialverteilten Zufallsgroe X gehort.

P(X =k) P(X =k) P(X =k)
0,7+ 031 0,7+
06 0,25t 06+
0,5 024 0,5+
0,4 0,41
03 0,15+ .
0,2 011 02+
0,1 0,057 0,1+

0 0+ 0

012345678910k 012345678910k 012345678910k
Begriinden Sie, dass eine der anderen Abbildungen die Verteilung der Anzahl der Kun-
den mit einem Marmeladen-Pfannkuchen beschreibt.

In einer Urne befinden sich sieben Kugeln, die mit den Ziffern 1 bis 7 beschriftet sind. Es

werden nacheinander zuféllig vier Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.

a) Berechnen Sie die Anzahl mdglicher Ergebnisse, wenn die Reihenfolge der gezogenen
Kugeln keine Rolle spielt.

b) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich unter den gezogenen Kugeln
hochstens eine Kugel mit einer geraden Ziffer befindet, mehr als ein Drittel betrédgt.

c) Formulieren Sie ein Ereignis im Sachzusammenhang, dessen Wahrscheinlichkeit mit

A

4

demTerm 1 — berechnet werden kann.

Die Vierfeldertafel zeigt die Ergebnisse einer Um- B

frage von 200 Personen, die nach den Merkma-

len (A) und (B) befragt wurden.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass auf eine zufallig ausgewdhlte Person gesamt 64 200
@® Merkmal (B) zutrifft. @ beide Merkmale zutreffen.

b) Ubertragen Sie die Vierfeldertafel in Ihr Heft und vervollstandigen Sie sie so, dass die
Merkmale (A) und (B) stochastisch unabhéngig sind.

c) Ermitteln Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit auf eine zuféllig ausgewahlte Person, auf
die das Merkmal (A) nicht zutrifft, auch das Merkmal (B) nicht zutrifft.

gesamt

A 16

A

Bei einem Gliicksspiel wird 100-mal eine Miinze geworfen. Fur jeden Wurf mit,,Zahl” erhalt

der Spieler 1 €. Bei,Kopf” erhalt er nichts. Es wird angenommen, dass die Miinze fair ist.

a) Bestimmen Sie einen Einsatz, bei dem das Spiel fair ist.

b) Entscheiden Sie, in welchen Intervallen die Auszahlung nach 100 Wiirfen mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95,5 % liegt. Begriinden Sie lhre Entscheidung.
® [45;55] @ [47;53] ® [40;60] ® [42;58] ® [38;62]

c) Beieiner Beobachtung von 10 000 Wiirfen mit der Miinze tritt,Kopf” 5200-mal auf.
Beurteilen Sie, ob die Fairness der Miinze aufgrund dieser Beobachtung angezweifelt
werden sollte.
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6.3 Aufgaben mit Hilfsmitteln

Bei der Bearbeitung der folgenden Aufgaben kénnen Taschenrechner sowie Formelsammlun-
gen verwendet werden. Der Losungsweg sollte vollstandig nachvollziehbar dokumentiert wer-
den. Die Dokumentation geht in die Bewertung ein.

Aufgaben zur Analysis

1. Download
Der Graph der Funktion f mit f(t) = —%t3 + %tz
beschreibt zwischen seinen Nullstellen die Uber-
tragungsrate wahrend eines Downloads einer
App. Dabei gibt t die Zeit in Sekunden an und f(t)
die Downloadgeschwindigkeit in Megabyte pro
Sekunde (%)

Progress

a) Bestimmen Sie die Gesamtdauer des Downloads und die Downloadgeschwindigkeit
nach 2 Sekunden.
Berechnen Sie den Zeitpunkt mit der héchsten Ubertragungsrate.
Zeigen Sie, dass f bei t = 2 eine Wendestelle hat, und erkldren Sie ihre Bedeutung im
Sachzusammenhang.

b) Berechnen Sie, wie viele Megabyte insgesamt heruntergeladen werden.
Zeigen Sie, dass nach 2 Sekunden erst weniger als 12,5 % und nach 5 Sekunden bereits
Uber 85% der Daten heruntergeladen sind.
Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem 50 % der Daten heruntergeladen sind.

¢) Aufgrund eines technischen Fehlers wird die Ubertragungsrate ab t = 2 angegeben
durch die Gerade g, durch den Wendepunkt von f und P(6|0). Berechnen Sie, um wie
viel Prozent der Gesamtdownload durch diesen Fehler verringert wird.

Unabhangig vom Sachzusammenhang werden y
nun die auf ganz R definierten Funktionen fund h \ 4t
mit f(x) = —3x* + %xz und h(x) =—3x> + %x =) )
betrachtet. >
d) Die Graphen von fund h schlieen wie abge- 11
bildet eine Flache ein. Berechnen Sie ihren RN L1 LT hN
Inhalt. —aN\31-al 4 WENE S Pk
Bestimmen Sie mithilfe einer geeigneten i
Differenzfunktion die Stelle, an der die einge- 27
schlossene Flache die groBtmagliche vertikale -3t
Ausdehnung hat. Geben Sie die maximale 41 h

vertikale Ausdehnung an.

e) Es seit die Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt P(6]0).
Bestimmen Sie den Inhalt der Fldche, die von dem Graphen von f, der Tangente t und
der y-Achse eingeschlossen wird.
Die Tangente t begrenzt mit den Koordinatenachsen ein Dreieck. Die Gerade g durch
die Schnittpunkte der Graphen von f und h zerlegt das Dreieck in zwei Teile.
Geben Sie die Gleichung der Geraden g an. Bestimmen Sie das Verhiltnis, in dem das
Dreieck durch die Gerade g zerlegt wird.
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2. Containerkran
Beim Be- und Entladen eines Container-
schiffs bewegt sich ein Kran entlang einer
Schiene hin und her. Zum Zeitpunkt t=0
steht der Kran still im Ausgangspunkt
und startet einen Ladevorgang. Nach 6
Sekunden hat der Kran 9 Meter zurlick-
gelegt und entfernt sich weiter mit einer
Geschwindigkeit von 1,5?. Die Entfer-
nung zum Startpunkt soll wéhrend eines
Ladevorgangs mit einer ganzrationalen
Funktion f dritten Grades beschrieben

werden (tins; f (t) in m).

a)

b

-

<)

Unabhédngig vom Sachzusammenhang wird die Funktion h mit h(x) = —%x3 + x2 betrachtet.

Erkldren Sie die Bedeutung der folgenden Terme im Sachzusammenhang:

® f(55)—2(3)l ® f(tz_;(3),t23 @ lim f(3+hh)—f(3)
= =: h—0

Ermitteln Sie eine geeignete Funktionsgleichung von f.
Kontrollergebnis : f(t) = —21—4t3 + %tz

Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem der Abstand zum Ausgangspunkt am gréBten ist.
Bestimmen Sie den Zeitpunkt der Riickkehr zum Ausgangspunkt.

Zeigen Sie, dass t = 4 eine Wendestelle von f ist, und geben Sie die Geschwindigkeit zu
diesem Zeitpunkt an. Deuten Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt t fiir 0 < t < 12, an dem sich der Kran am schnellsten
bewegt.

Im Hafen steht ein weiterer Containerkran. Die Geschwindigkeit seiner Bewegung beim
Ladevorgang wird durch die Funktion g mit g(t) = —]'—6t2 + %t (tins; g(t) in m/s) be-
schrieben. Zur Zeit t = 0 steht der Kran im Ausgangspunkt.

Weisen Sie nach, dass beide Krane dieselbe Zeit fiir einen Ladevorgang benétigen.
Begriinden Sie ohne zu rechnen, dass die Containerschiffe, die dieser zweite Kran entla-
den kann, nur halb so breit sein diirfen wie beim ersten Kran.

Die Abbildung zeigt den Graphen von h.

d)

Die Punkte A(-1]0), B(u]0) und
C(ulh(u)) mit 0 < u <6 bilden die
Eckpunkte eines Dreiecks ABC.
Ubertragen Sie die Abbildung in Ihr
Heft und zeichnen Sie ein Dreieck ein,
das diese Bedingungen erfiillt.

TR T ONT0E

Berechnen Sie u so, dass der Flachen- 5
inhalt dieses Dreiecks maximal wird. ~2:-
Geben Sie diesen maximalen Flachen- -4+
inhalt an.

5

Kontrollergebnis: A(u) = —]1—2u4 + ﬁu3 + %uz]
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3. Firmenlogo

Die Grafikabteilung einer Firma entwirft ein neues Logo,
das an die Hauswand der Firmenzentrale gemalt werden
soll. Die geférbte symmetrische Flache in der Abbildung
stellt einen ersten Entwurf dar. Das Budget, das fiir die
Farbe zum Auftragen an die Hauswand benétigt wird,
betrdgt 1200 €.

Eine Langeneinheit entspricht Tm.

a)

In einem zweiten Entwurf der Grafikabteilung wird der
obere Teil der blauen Randkurve durch das abgebildete
Dreieck ersetzt. Die beiden Wendetangenten t; und t, an
den Graphen von f stellen die Seiten des gleichschenkli-
gen Dreiecks dar.

d)

e)

Geben Sie die Gleichung der Geraden an, die durch
die Punkte B(3|0) und C (0|-6) verlauft.

Ermitteln Sie eine Funktionsgleichung des Parabel-
bogens g, welcher durch die Punkte E(1]0) und B
verlauft und in B dieselbe Steigung hat wie die Gerade
durch Bund C.

Begriinden Sie, dass der Graph von g im Punkt E die Steigung -2 hat.
[Kontrollergebnis: g(x) = x2 — 4x + 3]

Die in der Abbildung dargestellte blaue Randkurve ist der Graph einer ganzrationalen
Funktion f vierten Grades, die am Punkt E dieselbe Steigung hat wie der Graph von g.
Entnehmen Sie der Abbildung drei weitere Bedingungen an den Graphen von f und
ermitteln Sie mithilfe derer die Funktionsgleichung von f.

[Kontrollergebnis: f(x) = x* — 3x2 + 2]

Die fiir das Auftragen des Logos bendtigte Spezialfarbe kostet pro Liter 199€ und reicht
fiir eine Flache von 3 m2. Untersuchen Sie, ob das Budget ausreicht, um genug Farbe fiir
das Logo zu kaufen.

Ermitteln Sie die Koordinaten der Wendepunkte des
Graphen von f.

Weisen Sie nach, dass die linke Wendetangente t,
durch die Gleichung t;(x) = —2V2x + 171 gegeben ist.
Geben Sie ohne zu rechnen die Gleichung der rechten
Wendetangente t, an den Graphen von f an.

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Logos im zwei-
ten Entwurf unter Verwendung der Symmetrieeigen-
schaften des Graphen von f.

Geben Sie an, um wie viel Prozent der Flacheninhalt des Logos im zweiten Entwurf vom
dem im ersten Entwurf abweicht.

Ermitteln Sie, ob das Budget auch fiir die Realisierung des zweiten Entwurfs ausreicht,
wenn dieselbe Spezialfarbe wie in ¢) verwendet wird.
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4. Abkiihlung

Der Abktihlungsprozess von Flissigkeiten kann
mithilfe exponentieller Funktionen modelliert
werden.

In einem Versuch wird heif3es Wasser mit einer
Temperatur von 85°C in eine Umgebung mit 30°C
gebracht. Nach 30 Minuten wird im Wasser eine
Temperatur von 48°C gemessen.

a)

Sie kénnen davon ausgehen, dass die Tempera-
turdifferenz mit der Zeit exponentiell abnimmt.
Ermitteln Sie mithilfe des Messwerts eine Funk-
tion f, die den Verlauf der Wassertemperatur in
Abhangigkeit von der Zeit t (in Minuten) modell-
haft beschreibt.

[Kontrollergebnis: f(t) = 30 + 55e0037Y]
Bestimmen Sie damit die Wassertemperatur nach einer Stunde und den Zeitpunkt, an
dem eine Temperatur von 40°C erreicht wird.

Im Versuch wird nach einer Stunde eine Temperatur von 36 °C gemessen. Geben Sie die
prozentuale Abweichung dieses Messwerts vom mit f errechneten Wert an.

Bestimmen Sie die Geschwindigkeit, mit der die Temperatur nach 45 Minuten abnimmt.
Ermitteln Sie den Zeitpunkt, an dem die Temperatur mit einer Geschwindigkeit von
einem Grad pro Minute abnimmt.

Unabhdngig vom Sachzusammenhang wird nun die Funktion g mit g(x) = (x2 = 1) - e™*
betrachtet.

o)

d)

Zeigen Sie, dass durch G(x) = —(x + 1)? - e eine Stammfunktion von g gegeben ist.
Geben Sie eine weitere Stammfunktion von g an.
Berechnen Sie den Inhalt der Fldche, die der Graph von g und die x-Achse einschlieBen.

Ermitteln Sie die Funktionsgleichung der ganzrationalen Funktion h zweiten Grades,
also h(x) = ax? + bx + ¢, welche die gleichen Nullstellen wie g hat und in der positiven
Nullstelle die Steigung 2 hat.

[Kontrollergebnis: h(x) = x2 - 1]

Berechnen Sie den Inhalt der Fldche, die von den Graphen von g und h sowie der
x-Achse eingeschlossen wird (siehe Abbildung).
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5. Sprengung
Bei Abbrucharbeiten durch Sprengung entstehen
in der Umgebung hohe Feinstaubkonzentrationen.
Bei einer solchen Sprengung konnten die entspre-
chenden Messwerte in den ersten zwei Stunden
sehr gut durch die Funktion f mit f(t) = 10t - @005t
und 0 <t < 120modelliert werden. Dabei gibt t die
Zeit in Minuten seit der Ziindung an und f(t) die
Feinstaubkonzentration in Mikrogramm pro
Kubikmeter Luft (pg/m?3).

Die Tatsache, dass sich unabhangig von der Spren-
gung immer eine verschwindend geringe Menge
Feinstaub in der Luft befindet, wird in dieser Auf-
gabe vernachldssigt.

a) Berechnen Sie die Feinstaubkonzentration 10 Minuten nach der Sprengung.
Von der Europaischen Union wird ein Grenzwert von 50{:‘% vorgeschrieben, der nicht
iberschritten werden soll. Untersuchen Sie rechnerisch, ob die Feinstaubkonzentration
eine halbe Stunde nach der Sprengung lber diesem Grenzwert liegt.
Berechnen Sie f(10) und interpretieren Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang.
[Kontrollergebnis: f(t) = e - (-0,5t + 10)|

b) Berechnen Sie, um wie viel J:T% die Feinstaubkonzentration in den ersten 10 Minuten
nach der Sprengung durchschnittlich pro Minute ansteigt.
Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Feinstaubkonzentration am hochsten ist, und
geben Sie diesen maximalen Wert an.
Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem der Feinstaub am starksten reduziert wird. Geben
Sie auch die zugehérige Abbaugeschwindigkeit an.
Berechnen Sie, zu welchem Zeitpunkt die Feinstaubkonzentration am starksten
zunimmt.

) Zeigen Sie, dass die Funktion F mit F(t) = (=200t — 4000) - e %% eine Stammfunktion

zu fist. 120 120
Berechnen Sie J f(t) dt und deuten Sie die Bedeutung des Terms 11%~ I f(t)dtim

0 0
Sachzusammenhang.

d) In einem anderen Modell wird von einem linearen Abbau ab 40 Minuten nach der
Sprengung ausgegangen. Zur Modellierung wird die Tangente g an den Graphen von f
im Punkt P (40]f(40)) verwendet.

Bestimmen Sie die Gleichung dieser Tangente g und berechnen Sie den Zeitpunkt t,, zu
dem gemaR dieser Tangente der Feinstaub wieder vollstandig abgebaut ist.
[Kontrollergebnis: g(t) = —10e~2t + 800e 2]

Eine Umweltschutzorganisation geht auch von einem linearen Abbau ab einem
bestimmten Zeitpunkt aus, legt aber aufgrund eigener Messungen den Zeitpunkt fiir
die Nullbelastung auf 125 Minuten nach der Explosion fest.

Berechnen Sie den Zeitpunkt, ab dem eine lineare Fortsetzung des Abbaus so erfolgen
kann, dass nach 125 Minuten keine Belastung mehr vorliegt.



63 A

ufgaben mit Hilfsmitteln

209

Aufgaben zur analytischen Geometrie

6. Haus mit Anbau

Ei
ei

n Haus mit Walmdach hat einen Anbau mit
nem Flachdach. Auf dem Flachdach steht ein 7m

hoher Mast. Die Abbildung unten zeigt zwei der

(1

Dachfldachen in einem Koordinatensystem >
LE=1m).

C(-4]-6]5) 54%3

D(0]-8]5)

)
+ + + + + + t + +—t + + + + + + +
-8 -7 -6 \5 -4 -3 -2 -1 2053045 5 1167 9
/ F
R(3[3/0)
4
A(6]-1]0)
: olsl
E(9]50)

X110

a) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes F so, dass AEFB ein Parallelogramm ist.

b

-~

Zeigen Sie, dass AEFB dann auch ein Rechteck ist.
Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein gleichschenkliges Trapez ist. Begriinden Sie dabei
insbesondere, dass es kein Parallelogramm ist.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene Epgp.

Bestimmen Sie die Spurgerade g in der x;x,-Ebene, an welcher die beiden Dachflachen
aneinanderstof3en.

Ermitteln Sie einen Normalenvektor der Ebene Egp.

Berechnen Sie den Winkel, unter dem die beiden Dachfldchen sich schneiden.

Die Sonnenstrahlen fallen in Richtung des Vektors V ein. Der an der Geraden g
geknickte Schatten des Mastes RS soll berechnet werden.

Zeigen Sie, dass S'(0]-312,5) der Schatten der Mastspitze S ist und dass S'im Trapez
ABCD liegt.

Ein Punkt T des Mastes wird durch die Sonnenstrahlen auf den PunktT'(2]11]0)
projiziert. Zeigen Sie, dass T’ auf g liegt, und berechnen Sie die Koordinaten von T.
Ermitteln Sie nun die Lange des an der Geraden g geknickten Schattens des Mastes RS.

Zeigen Sie, dass die Geraden ggr- und grs senkrecht auf g stehen. Nutzen Sie dies, um
den Winkel zwischen beiden Dachflachen zu berechnen.
Bestimmen Sie so den Flacheninhalt des Trapezes ABCD.
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7. Meteorit

Ein faustgroBer Meteorit wurde zuerst
zum Zeitpunkt t = 0 (tin Sekunden) im
Punkt M(-33|-18]118) geortet und
eine Sekunde spater im Punkt
N(=15]-9]82) (1 LE entspricht 1 km).
Die Flugbahn ab dem Punkt M kann
durch eine Gerade modelliert werden.

a)

d

-

e)

f)

9)

Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an, durch die die Flugbahn modelliert werden
kann, und berechnen Sie die Geschwindigkeit des Meteorits in km/h.

Der Meteorit schldgt auf der Erde auf einer ebenen Flache F mit den Punkten A(1]2]1),
B(5/2]2) und C(10]6|3) auf. Bestimmen Sie eine Parametergleichung der Ebene F.
Zeigen Sie, dass der Meteorit im Punkt S(23|10]6) aufschldgt, und geben Sie den Zeit-
punkt des Aufschlags an.

Zwei Hobby-Astronomen behaupten, sie hatten den Meteoriten bereits im Punkt
Q(—93|-48]|z;) bzw.im Punkt R(-51[|-9]z,) gesichtet.

Prufen Sie, ob diese Behauptungen stimmen kénnen, und berechnen Sie gegebenen-
falls den Zeitpunkt dieser Beobachtung und die fehlende x;-Koordinate.

Ermitteln Sie, welcher der Punkte A, B und C die kiirzeste Entfernung zum Aufschlag-
punkt S hat.

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene F. Berechnen Sie, in welcher Ent-
fernung sich der Meteorit zur Ebene F befand, als er zum ersten Mal gesichtet wurde.

Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich ein Flugzeug im Punkt T(1]3]9). Der Vektor
16

W= (4,8) beschreibt die Bewegung des Flugzeugs innerhalb einer Minute.
0,8

Zeigen Sie, dass sich die Flugbahnen des Flugzeugs und des Meteorits schneiden.
Geben Sie an, nach wie vielen Sekunden jeweils der Meteorit und das Flugzeug diesen
Schnittpunkt der Flugbahnen erreichen. Berechnen Sie den Winkel zwischen beiden
Flugbahnen.

Samtliche Vektoren, die von T zu einem Punkt der Geraden g flihren, sind gegeben

=33 18 1
durchtU,= || -18 |+t 9 —(3) .
118 -36 9

Berechnen Sie das t, fiir welches U; senkrecht auf g steht. Berechnen Sie fiir dieses t die
Lange von U; und interpretieren Sie diese Lange im Sachzusammenhang.

Urteilen Sie anhand der bisherigen Ergebnisse, ob der Meteorit eine Gefahr fiir das
Flugzeug darstellt.
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8. Spielgerat

Die Abbildung gibt vereinfacht ein Gerét
auf einem Spielplatz wieder. In einem
Koordinatensystem mit 1LE = 0,3m, bei
dem die x,x,-Ebene dem ebenen Erdbo-
den entspricht, sind die Koordinaten
A(-2|-413),B(0]0]3),C(-61316)

und S(1]-318) gegeben.

a)

b)

<)

e)

f)

Bestimmen Sie den Punkt D so, dass
ABCD ein Parallelogramm ist, und zei-
gen Sie, dass es sogar ein Rechteck ist.
Die Punkte A; B, C, D’und F liegen
senkrecht unter A, B, C, D und S in der
X;X,-Ebene. Geben Sie ihre Koordina-
ten an und die Ldnge der Stange (in
m), welche im Modell der Strecke FS
entspricht.

0 -2 0
Zeigen Sie, dass die Ebene E mit E: X = <0> + r<—4> + s<—1> die Punkte A, B
und S enthilt. 3 0 1

Geben Sie eine Gleichung der zu E parallelen Ebene E'durch C an.

Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E;, in der das Rechteck ABCD liegt.
Weisen Sie nach, dass sich die Ebenen E und E; schneiden. Zeigen Sie, dass die Schnitt-
gerade der Ebenen die Gerade durch die Punkte A und B ist.

Bestimmen Sie die Koordirﬁen des Mittelpunktes M der Strecke AB. Zeigen Sie, dass
MS orthogonal zu AB und BC ist.
Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABS.

Der Koérper ABSDCT ist ein Prisma (alle Seitenflachen sind Parallelogramme).
Zeigen Sie, dass seine Seitenflache BCTS rechteckig ist, und berechnen Sie das Volumen
des Prismas. Geben Sie das Volumen in m? an.

Berechnen Sie den Winkel zwischen BC und der horizontalen Strecke BC,.

Vom Punkt F aus wird ein Seil gespannt, welches durch die Gerade g mit

1 -1
g:X= <—3) + t( 1) modelliert werden kann.
0 1

Zeigen Sie, dass das Seil in einem Punkt P der Strecke BC befestigt werden kann.
Berechnen Sie die Koordinaten von P und geben Sie an, in welchem Verhaltnis P die
Strecke BC teilt.

Ein Punkt des Seils, also der Geraden g, befindet sich senkrecht unterhalb der Strecke
AB. Von dieser aus mochte ein Kind, senkrecht nach unten greifend, das Seil an diesem
Punkt fassen. Berechnen Sie, wie lang es dazu seinen Arm ausstrecken muss.

Berechnen Sie, wie weit die Stange SF von der Strecke AB entfernt ist. Geben Sie diese
Entfernung auch in Meter an.
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9. Tetraeder
In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(20|-4|-10), C(-22]2]-10),
F(2]20/20) und P(=3|-15|15) gegeben.

A(20]|-4|-10) B

a)

b)

9)

H G

F(2|20]20)

““““ C(-22]2|-10)

Zeigen Sie rechnerisch, dass das Dreieck ACF gleichseitig ist.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E,¢¢ durch die Punkte A, Cund F.

1
Die Gerade g wird durch den Punkt P und den Vektor v = < 7) festgelegt.
-5
Zeigen Sie, dass g die Ebene E,¢r rechtwinklig schneidet, und ermitteln Sie die
Koordinaten des Schnittpunktes S.

Zeigen Sie, dass jeder Punkt Py (=3 + k| =15 + 7k | 15 — 5k) auf g gleich weit von A und C
entfernt ist.

Ab hier kdnnen Sie benutzen, dass jeder Punkt von g von allen Eckpunkten des Dreiecks
ACF gleich weit entfernt ist.

Das Dreieck ACF soll Seitenflache eines regelmaBigen Tetraeders ACFH sein.
Bestimmen Sie die beiden Punkte der Geraden g aus Teilaufgabe b), die als vierter Eck-
punkt H des Tetraeders ACFH in Frage kommen.

Der Punkt H(—4|-22]20) spannt zusammen mit den Punkten A, C und F ein regelmaBi-
ges Tetraeder auf. Berechnen Sie das Volumen des Tetraeders ACFH.

Zeigen Sie, dass sich die Mittelpunkte Mg, Mgc, My und My, der Strecken AF, FC, CH
und HA zu einem Quadrat verbinden lassen.

Das Tetraeder ACFH ist einem Wiirfel einbeschrieben (siehe Abbildung).
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes B dieses Wiirfels.
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Aufgaben zur Stochastik

10. Lotto, 3 aus 5“
Das Lottospiel 3 aus 5" wird mit fiinf Kugeln
gespielt, die mit den Zahlen 1 bis 5 beschriftet
sind. Die Spieler geben einen Wettschein ab, auf
dem sie zuvor drei dieser fiinf Zahlen angekreuzt
haben. Bei der Ziehung werden zuféllig drei der
funf Kugeln ohne Zurticklegen und ohne
Beachtung der Reihenfolge aus einer Urne
gezogen. Gewonnen hat, wer auf dem Wettschein g ’
diese Zahlen angekreuzt hat. 3 - ok = |

a) Berechnen Sie, wie hoch die Gewinnwahrscheinlichkeit beim Lotto 3 aus 5” ist.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse.
A: Ein zufllig ausgesuchter Spieler hat mindestens zwei Zahlen richtig getippt.
B: Ein zuféllig ausgesuchter Spieler hat hochstens zwei Zahlen richtig getippt.

b) Ein Wettanbieter bietet dieses Spiel zu einem Preis von 3,60 € pro Wettschein an. Tippt
man alle drei Zahlen richtig, so erhalt man 9 €. Hat man zwei Zahlen richtig getippt, er-
halt man seinen vollen Einsatz, bei einer richtigen Zahl ein Drittel seines Einsatzes zu-
riick.

Zeigen Sie mithilfe einer geeigneten Rechnung, dass sich das Spiel langfristig fiir den
Spieler nicht lohnt. Ermitteln Sie den Betrag fiir den Einsatz, fir den das Spiel fair ware.

Auf einem Jahrmarkt wird das Spiel von zwei verschiedenen Anbietern angeboten. Anbie-
ter A bietet das Spiel stiindlich mit jeweils 100 Spielern an. Ein anderer Anbieter B spielt
nur einmal am letzten Tag mit 10 000 Spielern.

Die GroRe Y zéhlt dabei die Anzahl an Spielern mit drei Richtigen bei Anbieter A, die GréBe
Z dieselbe Anzahl bei Anbieter B.

c) Erkldren Sie, welche Voraussetzungen erfiillt sein missen, damit Y und Z als binomial-
verteilte ZufallsgréBen angenommen werden kénnen. Gehen Sie im Folgenden davon
aus, dass diese Voraussetzungen erftillt sind.

100) -0,18.0,9%2im Sachzusammenhang.

Erldutern Sie die Bedeutung des Terms ( 8

d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
@ bei Anbieter A in einer Stunde mehr als 10 Spieler drei Richtige haben.
@ bei Anbieter B mindestens 950, aber hochstens 1050 Spieler drei Richtige haben.
(® bei Anbieter B weniger als 1000 Spieler drei Richtige haben.
@ bei Anbieter A in einer Stunde genau 10 Spieler und in der néchsten Stunde weni-
ger als 10 Spieler drei Richtige haben.
E(Z) bezeichnet den Erwartungswert der binomialverteilten ZufallsgroBe Z. Bestimmen
Sie den kleinsten Wert fiir ¢, sodass P(E(Z) —c < Z < E(Z) + ¢) = 0,75 ist.

e) Geben Sie im Kontext ein Ereignis an, dessen Wahrscheinlichkeit durch
1 —Bio0,01 (5 <Y <15) gegeben ist.

f) Stellen Sie mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99,7 % eine Prognose dafiir auf,
wie viele Spieler bei Anbieter B drei Richtige haben werden.
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11. Busunternehmen

Der Bus eines Reiseunternehmens bietet
Platz fiir 58 Reisende. Erfahrungsgemal
treten nur p = 90% der Personen, die
eine Reise gebucht haben, diese auch
wirklich an. Der Anbieter verkauft
deshalb mehr als 58 Reiseplitze (Uberbu-
chung).

Die GroBe X gibt an, wie viele Personen
ihre gebuchte Reise tatsachlich antreten.
Es kann davon ausgegangen werden, dass
X eine binomialverteilte ZufallsgroBe ist.

a) Eswurden 60 Buchungen fiir eine Reise angenommen.

b)

<)

d

Py

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass

(@ genau 58 Personen die Reise tatsdchlich antreten.

@ mehr als 58 Personen die Reise tatsachlich antreten wollen.

® mehr als 55, aber hochstens 58 Personen die Reise tatsachlich antreten.

Die Reise kostet pro Person 350 Euro. Dem Unternehmen entstehen fiir die Reise Kosten
von 19000 Euro. Zusétzlich zahlt es jeder Person, die wegen Uberbuchung die Fahrt
nicht antreten kann, eine Entschdadigung in Héhe von 500 Euro inklusive Erstattung der
Reisekosten.

Begriinden Sie, dass der zu erwartende Gewinn bei 60 verkauften Reisen mit dem
folgenden Term berechnet werden kann:

60350190001 - 500 - (‘;’g) .0,9%.0,1" —2-500 - 0,95
Berechnen und vergleichen Sie den zu erwartenden Gewinn fiir den Fall, dass 58, 60
oder sogar 61 Buchungen angenommen werden.

Das Unternehmen erwdgt, kiinftig 61 Reiseplatze zu verkaufen. Allerdings leidet der Ruf

des Unternehmens, wenn zu viele Kunden bei Reiseantritt abgewiesen werden.

(® Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei 61 verkauften Plitzen Kunden
bei Reiseantritt abgewiesen werden missen.

@ Das Uberbuchen bis auf 61 Tickets wire nur dann fiir das Unternehmen vertretbar,
wenn bei 61 verkauften Tickets die
Wahrscheinlichkeit fiir Abweisun-
gen bei hochstens 1,4 % lage. Der
blaue Graph im Screenshot gibt
die Wahrscheinlichkeit P(X = 59)
von X ~ Bg,, in Abhdngigkeit von
pan.

Erldutern Sie mithilfe des Screen-
shots, fiir welchen Anteil p derer,
die ihre Buchungen tatsachlich i
antreten, das Uberbuchen bis auf P iiasasskan Rttt R S ?
61 Tickets vertretbar ware.

£1(x)=binomCdf(61,x,59,61)

£2(x)=0.014 (0.875,0.014)

Laut einem internen Qualitatsbericht des Unternehmens kommt es bei 12 % der Reisen
zu einer verspateten Abfahrt des Reisebusses.

Ermitteln Sie, wie viele Reisen eine Person mindestens durchfiihren muss, damit sie mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 96 % mindestens eine Verspatung erlebt.
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12. Diabetes

Diabetes wird umgangssprachlich auch
Zuckerkrankheit genannt. Es handelt sich
um eine chronische Stoffwechselkrank-
heit, die auf einem Mangel des in der
Bauchspeicheldrise produzierten Insulin
beruht. In Deutschland sind etwa 10 von
100 Erwachsenen erkrankt (Pravalenz).
Beim medizinischen Test auf Diabetes
wird ein Glukosetoleranztest durchge-
flihrt. Dieser erkennt Diabetes in 72 %
aller Falle korrekt (Sensitivitat). Gesunde
Personen werden in 73 % aller Falle kor-

rekt erkannt (Spezifitat).

a) Bestimmen Sie anhand eines Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeit daftir, dass eine

zufdllig ausgewdhlte Person

® an Diabetes erkrankt ist und einen positiven Test bekommt.
@ gesund ist und einen negativen Test bekommt.

® krank ist, wenn der Test positiv ausfallt.

@ gesund ist, wenn der Test negativ ausféllt.

b) InTeil a) ergibt sich eine erstaunlich geringe Wahrscheinlichkeit daftir, dass man bei

d

P

einem positiven Testergebnis tatsachlich krank ist. Deshalb wird bei positiv getesteten
Personen der Glukosetoleranztest wiederholt. Ergénzen Sie das Baumdiagramm aus a)
und priifen Sie mit seiner Hilfe, ob sich die Aussagekraft positiver Tests verbessern ldsst,
wenn alle positiv getesteten Personen ein zweites Mal getestet werden. Berechnen Sie
dazu die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zweimal positiv getestete Person tatsach-
lich an Diabetes erkrankt ist.

Berechnen Sie auch die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine beliebige Person gesund ist,
wenn sie erst einen positiven und dann einen negativen Test bekommt.

Die GrofBe X zdhle die Anzahl der an Diabetes Erkrankten in einer Stichprobe von 5000

Erwachsenen.

(@ Begriinden Sie, dass X als binomialverteilt angenommen werden kann.

® Bestimmen Sie das kleinste um den Erwartungswert symmetrische Intervall, in dem
die Werte von X mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95,5 % liegen.

® Als Linge L einer 20-Umgebung des Erwartungswertes wird die Differenz zwischen
der oberen und der unteren Grenze der Umgebung bezeichnet. Bei unbekanntem
Umfang n einer Stichprobe hat die 26-Umgebung eine Lange von L = 84.
Bestimmen Sie den Umfang n der Stichprobe.

Es soll untersucht werden, ob Diabetes bei gesunder (,mediterraner”) Erndhrung
seltener auftritt. Wenn von 5000 Erwachsenen, die angeben, sich gesund zu ernéhren,
weniger als 465 Diabetes haben, sollen Empfehlungen zur Erndhrung herausgegeben
werden.

Es gilt Fsoo0,0,(464) = 0,046. Erlautern Sie die Bedeutung dieser Wahrscheinlichkeit in
Bezug auf die mogliche Herausgabe von Erndhrungsempfehlungen.




216

s

6. Abiturvorbereitung

13. Gliicksspiel ,Tor” oder ,Rot”

Ein Gliicksrad ist in drei Felder mit den Bezeichnungen
T, O und R geteilt.

Es gelten die folgenden Spielregeln:

Das Glucksrad darf maximal dreimal gedreht werden.
Gewinne gibt es fur die Ergebnisse ,TOR’, ,ROT” sowie flr
JT1T%,000"und ,RRR".

Wenn kein Gewinn mehr méglich ist, endet das Spiel
vorzeitig.

a) Erlautern Sie, dass man aus der Beschreibung des

d

=

Gliickspiels entnehmen kann, dass die Reihenfolge
der erdrehten Buchstaben beachtet wird.

Geben Sie die Anzahl der moglichen Ergebnisse an.
Begriinden Sie, dass mit 2 - 0,5 - 0,252 + 0,53 + 2 - 0,253 die Wahrscheinlichkeit bestimmt
wird, dass ein Gewinn erzielt wird.

Geben Sie die beiden fehlenden Wahrscheinlichkeiten in der Tabelle an.

Ergebnis TOR ROT TTT 000 RRR sonstige

Wahrscheinlichkeit E‘i 1 50

64 64

coj—

Das Spiel wird mit einem Einsatz von 3,50 € gespielt.
Die Tabelle enthélt die Auszahlungsbetrége im Fall eines Gewinns.

Ergebnis TOR ROT TIT 000 RRR sonstige
Auszahlung 20€ 20€ 5€ 50€ 50€ 0€

Weisen Sie rechnerisch nach, dass ein Spieler langfristig einen Verlust von 6,25 Cent pro
Spiel macht.
Bestimmen Sie eine verdnderte Auszahlung fiir den Fall ,TTT", sodass das Spiel fair ist.

Die Wahrscheinlichkeit p steht fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiel vorzeitig nach
dem zweiten Dreh endet.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit p.

[Kontrollergebnis: p= %]

Es werden 2000 Spiele betrachtet. Die ZufallsgroBe X zéhlt die Anzahl an Spielen, die
vorzeitig nach dem zweiten Drehen enden.

Begriinden Sie, dass die ZufallsgréBe X binomialverteilt ist.

Bestimmen Sie das kleinste um den Erwartungswert symmetrische Intervall, in dem die
Werte von X mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95,5 % liegen.

Ermitteln Sie, wie viele Durchgédnge des Spiels ein Spieler spielen miisste, damit er mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % das Spiel mindestens einmal vorzeitig
nach der zweiten Drehung beenden muss.

Betrachten Sie nun die folgenden Ereignisse.

T: Bei der ersten Drehung zeigt der Zeiger auf den Buchstaben T.

G: Der Spieler gewinnt das Spiel.

Beschreiben Sie die unten angegebenen Wahrscheinlichkeiten in Worten, und berech-
nen Sie sie anschlieend.

® P(TnG) @ P;(G) ® Pe(T)

Weisen Sie rechnerisch nach, dass die Ereignisse T und G stochastisch abhingig sind.




