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Zur Orientierung

Liebe Teilnehmerin, lieber Teilnehmer,
gerne mochte ich Ihnen vorab ein paar Hinweise geben:

Dieses Skript wird parallel zur Vorlesung weiterentwickelt. Die aktuelle Version dieses
Skriptes kdnnen Sie hier downloaden.

Viele Teile dieses Skripts werden von mir verfilmt werden. Die einzelnen Videos kénnen Sie
unter www.kihnke.mathe.team finden.

Zu diesem Skript existieren Moodle-Fortschrittslisten. Hiermit kdnnen Sie

e den zeitlichen Ablauf der Vorlesung erkennen und

e durch die Unterteilung in ,,Pflicht-Elemente” und , Alle Elemente” (siehe z.B.
Mengenlehre) erkennen, welche Inhalte als Basis- und welche als Zusatzstoff (in
diesem Skript mit ,,*)“ gekennzeichnet) angesehen werden.

Sie kdnnen die Moodle-Fortschrittslisten auch fiir sich selbst zur Arbeitsorganisation nutzen,
indem Sie ein Hakchen setzen, wenn Sie einen Punkt bearbeitet haben. Dies hat jedoch
keinerlei sonstige Auswirkungen.

Dieses Skript ist mit vielen Hinweisen auf FuBnoten versehen. Bitte lassen Sie sich dadurch
nicht irritieren: Grundsatzlich kdnnen Sie alle FuRnoten einfach ignorieren. Fiir den Fall, dass
Sie vertiefendes Interesse besitzen, finden Sie dort jedoch Hinweise auf Fachliteratur (siehe
empfohlene Literatur, S. 320) oder Dateien, die in diesem Skript verwendet wurden. Die

Excel-Dateien wurden von mir meist so erstellt, dass Sie sich per Zufallsvariablen neue
Aufgaben mit Losungswegen (die ausblendbar sind) generieren kdnnen.

Zudem finden Sie in diesem Skript auch viele Links zu Wikipedia und Erklarvideos (z.B. Daniel
Jung). Grundsatzlich bin ich der Meinung, dass diese Quellen hilfreich sind und méchte sie
Ihnen daher gerne anbieten. Jedoch mdchte ich Sie bitten, sie mit einer gewissen kritischen
Distanz zu betrachten und mir ggf. eine Riickmeldung zu geben, falls sich herausstellen
sollte, dass sich dort Fehler befinden.

Beachten Sie bitte auch diese Arbeitsmaterialien.

Fiir Rickmeldungen und ggf. Fehler-Hinweise an skript@mathe.xyz ware ich sehr dankbar.

Ich winsche Ihnen eine interessante Lektlre!

Mit herzlichen GriiRen
Ralf Kiilhnke


https://mathe.xyz/mod/folder/view.php?id=6906
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https://mathe.xyz/mod/checklist/index.php?id=124
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1 Grundlagen

1.1 Bruchrechnung

1.1.1 Was ist ein Bruch?

Antwort:
Ein Bruch ist ein Reprasentant einer Aquivalenzklasse quotientengleicher Paare (siehe S. 277).

Vorerst geniigt uns jedoch folgende Darstellung®:

\ - z : \
als gemeiner Bruch als Dezimalbruch |
1 3 < Zéhler ’ Der Nenner eines Bruches — Zehntel
B B;%%hesrtr'Ch gibt an, in wie viele Teile ein | 0,75
Ganzes geteilt wurde. L Hundertstel

Der Zahler eine Bruches
gibt an, wie viele solcher
Teile vorhanden sind.

1.1.2 Ubungen zur Bruchrechnung

Bitte beachten Sie auch die Playlist Bruchrechnung (Mathe by Daniel Jung) und die verlinkten Videos

(siehe FuRnoten).

a) Umwandlung eines unechten Bruchs in eine gemischte Zahl?
b) Briche erweitern und kiirzen3

c) Addition (un)gleichnamiger Briiche*

d) Subtraktion (un)gleichnamiger Briiche

e) Multiplikation von Briichen®

f) Division von Briichen

L Aus: Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, 2015, S. 15
2 Siehe: https://youtu.be/2C8zGtlcG4Q

3 Siehe: https://vyoutu.be/zF09rkKzJoE

4 Siehe: https://voutu.be/ySKXfCEGCVA

5 Siehe: https://voutu.be/zXzhsDrcD6E
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https://www.youtube.com/watch?v=kCULA9H1-u8&list=PLLTAHuUj-zHhk-YUb4y3NGM324XnkyGY-
https://youtu.be/2C8zGtIcG4Q
https://youtu.be/zF09rkKzJoE
https://youtu.be/ySKXfCEGCvA
https://youtu.be/zXzhsDrcD6E

Beispiele®:

U di i ht 26 21 5 5 5
mwan. u.ng emes‘unec en - 3 . _ 3 - 3 577
Bruchs in eine gemischte Zahl 7 7 7 7 7
. ; 5 5 15 75
Bruch mit 15 erweitern =
7 7 15 105
. . 40 5 8 5
Bruch kiirzen (mit Hilfe des ggT') = =1 2/3
24 3 & 3
. . . . 10 21 31
Addition gleichnamiger Briche = 1 14/17
17 17 17
. . . .. 16 13 3
Subtraktion gleichnamiger Briiche 5 5 g 1/3
Addition ungleichnamiger Briche 3 4 3 2 + 4 3 _ 6 + 12 18 1/3
{mit Hilfe des kgV') 27 18 54 54 54
Subtraktion ungleichnamiger 20 13 20 5 - 13 4 10 - 52 48 4/s
Briiche (mit Hilfe des kgV') 12 15 60 60 60
c e e . 13 3 13 3 39
Multiplikation von Briichen = = 13/32
3 12 8 12 06
3 12 3 6 3 6 = 18
Division von Brichen = = 3/16
8 6 8 12 8 12 96

6 Siehe: Bruchrechnung.xlsx
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Ubung’:

Umwandlung eines unechten 40
Bruchs in eine gemischte Zahl 19
. . 3
Bruch mit 7 erweitern 7 =
.. e 130
Bruch kiirzen (mit Hilfe des ggT) =
234
i . . . 10 3
Addition gleichnamiger Briiche 4 =
19 19
. . . .. 14 2
Subtraktion gleichnamiger Briiche . -5 =
Addition ungleichnamiger Briiche 3 A 4
(mit Hilfe des kgV/) 5 2
Subtraktion ungleichnamiger 13 _
Briiche (mit Hilfe des kgV') 2 11
C . 7 13
Multiplikation von Briichen - =
14 16
.. . 10 11
Division von Briichen - : 2 =

7 Sie kdnnen sich mit der Datei ,,Bruchrechnung.xlsx” Zufallsaufgaben mit Rechenwegen und Lésungen generieren.



Umwan.dlu.ng emes‘unechten 40 _ 38 . 2 _ o . 2 _ 5 2 - 2 2/19
Bruchs in eine gemischte Zahl 19 19 19 19 19
. . 3 3 - 7 21
Bruchmit 7 erweitern = =
4 4 : 7 28
.. N 130 5 26 5
Bruch kiirzen (mit Hilfe des ggT ) = = = 5/9
234 9 26 9
.. . . . 10 3 13
Addition gleichnamiger Briche + = = 13/19
19 19 19
. . . . 14 2 12
Subtraktion gleichnamiger Briche ST TS = . =1 5/7
Addition ungleichnamiger Briiche 3 N 4 3 - 2+ 4 - 5 B 6 + 20 26 _ 2 35
{mit Hilfe des kgV') 5 2 10 10 10
Subtraktion ungleichnamiger 3 7 13 - 11 - 7 - 2 143 - 14 129 - 5 19/22
Briiche (mit Hilfe des kgV/) 2 11 22 22 22
T . 7 13 7 . 13 o1
Multiplikation von Briichen : = = = 13/32
14 16 14 - 16 224
.. .. 10 11 10 2 10 - 2 = 20
Division von Briichen : = . = = 20/77
7 2 7 11 7 . 11 77

8 Bei der Multiplikation empfiehlt es sich, nach Méglichkeit schon vorher zu kiirzen, um gréRere Zahlen zu vermeiden.
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1.2 Rechnen mit rationalen Zahlen

Hinweis: Die schriftlichen Rechenverfahren fiir die natiirlichen Zahlen (auch bzgl. unterschiedlicher
Basen) werden ab S. 174 naher erlautert.

1.2.1  Absolutbetrag rationaler Zahlen

Der Absolutbetrag bzw. Betrag einer Zahl a (Zeichen: ,, |a|“) ist ihr Abstand auf der Zahlengeraden
zum Nullpunkt.

Der Betrag® einer Zahl ist demnach nie negativ.

Beispiel (mit GeoGebra erstellt)0:

Freie Objekte

----- ® Nenner=4 a:__18274_5
----- ® Zihler = -18 4
Abhangige Objekte
----- Betrag = 4.5 | | —4.5| =45 | 14.5] = 4.5 |

..... a=_9!2 | | |

Zahler=-18

@
Nenner = 4
@

An dieser Stelle soll auf das kostenlose Programm GeoGebra!! hingewiesen (Download) und zur
Installation auf Laptop (empfohlen: GeoGebra Classic 5) bzw. Smartphone oder Tablet (empfohlen:
Grafikrechner und Geometrie) angeregt werden.

9 Siehe auch: https://youtu.be/CfBaZiMHffA
10 Sjehe: Betrag.ggb
11 Sjehe: https://www.geogebra.org/
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1.2.2  Addition

a) Summanden mit gleichen Vorzeichen'?

- Das Ergebnis besitzt das gemeinsame Vorzeichen.
- Die Betrage der Summanden werden addiert.

- 2,00 4 - 5,00 = |- 2,00 + 5,00 = - 7,00
+ 2,00 + + 5,00 - | & 200 + 5,00 = + 7,00
B 1 5 1 5 3+ 10 13
- e———— + - e———— = - | ————— + ———— = e ——————————————— = - m—————-
2 3 2 3 6 6
1 5 1 5 3+ 10 13
+ e + TR = | TR e — = 4 e
2 3 2 3 6 6

12 Sje kdnnen sich mit der Datei ,Rechnen mit rationalen Zahlen.xIsx“ Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.
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b) Summanden mit verschiedenen Vorzeichen'?

- Das Ergebnis besitzt das Vorzeichen der vom Betrag her gesehen gréfSeren Zahl.
- Der kleinere Betrag wird vom grofSeren subtrahiert.

- 2,00 + + 500 - + | 500 - 200 -+ 300

+ 2,00 + - 5,00 - - | 500 - 2,00 = - 3,00
B 1 B 5 | [ 5 1] 10 - 3 7

- e———— + + - = + | = e = 4+ - = 4+ mm————
g 2| u 3| 3 2| 6 6
N 1 5 ] 5 1| 10 - 3 7

T + - —m——— = = | e — e o = oo = _ .
B 2| B 3| | 3 2| 6 6

13 Sje kdnnen sich mit der Datei ,Rechnen mit rationalen Zahlen.xIsx“ Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.



Ubungen:

[
[
[ |
[

19,30

19,50

11,20

17,50

16,60

1,20

5,90

9,70
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19,30

19,50

11,20

17,50

-5 - J =7 ]

16,60

1,20

5,90

9,70

- J5 - J —J |

19,30

19,50

11,20

17,50

16,60

1,20

5,90

9,70

I SN N S

+

35,90

20,70

5,30

7,80
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Ubungen:
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5 g | B g | 15 + 80 95 19
______ + — I = = —— o = e = ———————— = ————
10 | 3] 10 3 30 30 5

5 1] B 1 30 + 6 36 6
------ + + — | = #| — = = 4 =

6 | 5] 6 5 30 30 5

8 6 8 5 0 - 6 34 34
...... + + = - ——— = —— = S ————— = ——

1 5 1 5 5 5 5

3 1 1 3 7 - 3 4 4
______ + - = - SRS = e = ———— = S

7 1 1 7 7 7 7
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1.2.3

Subtraktion*

Eine rationale Zahl subtrahiert man, indem man ihre Gegenzahl addiert.

[ + 2,00
[ + 2,00
[ - 2,00
[ - 2,00

J
J
J
J

[
[
[
[

14 Sje kdnnen sich mit der Datei ,Rechnen mit rationalen Zahlen.xIsx“ Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.

5,00

5,00

5,00

5,00

(I I S R S—

2,00

2,00

2,00

2,00

5,00

5,00

5,00

5,00

- J5 - J - J ]

5,00

2,00

2,00

5,00

2,00

5,00

5,00

2,00

3,00

7,00

7,00

3,00
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5 1
3 2
1 )
______ -
2 3
1 5
______ .
2 3
5 1
3 2

10 - 3
6

3 + 10
6

3 + 10
6

10 - 3
6

=24 -



Ubungen:

18,90

8,10

8,30

13,60

4,90

12,70

17,60

4,40
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18,90

8,10

8,30

13,60

4,90

12,70

17,60

4,40

18,90

8,10

8,30

13,60

+

4,90

12,70

17,60

4,40

18,90

8,10

8,30

13,60

4,90

12,70

17,60

4,40

14,00

20,80

25,90

9,20
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Ubungen:
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13

65

40

40

43

86

54

32

18

36

36

23

46

10

20

20
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1.2.4  Multiplikation®?

Zwei rationale Zahlen multipliziert man, indem man ihre Betrage multipliziert und das entsprechende Vorzeichen setzt, siehe Vorzeichentabelle:

S R + 2,00 : + 500 |= + 10,0000

+ |+ | -

- | - |+
+ 2,00 - - 500 |= - 10,0000
- 2,00 - +# 500 |= - 10,0000
- 2,00 - - 500 |= + 10,0000

15 Sje kdnnen sich mit der Datei ,Rechnen mit rationalen Zahlen.xlsx“ Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.
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Zwei rationale Zahlen multipliziert man, indem man ihre Betrage multipliziert und das entsprechende Vorzeichen setzt, siehe Vorzeichentabelle:
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Ubungen:

+

+

125,00

196,00

2,00

80,00

129,00

199,00

153,00

95,00
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Losungen:

+

125,00

+

196,00

- 2,00

80,00

Y [ N I S S SR—

+

+

129,00

199,00

153,00

95,00

- 5 - J -’ ]

+

+

16.125,0000

39.004,0000

306,0000

7.600,0000
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Ubungen:

3
e

8

B 5
+ -

7

B 6

a

9

5
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Lésungen:

15

30

16

35

28

15

30

81

50
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1.2.5  Division'®

Zwei rationale Zahlen dividiert man, indem man ihre Betrage dividiert und das entsprechende Vorzeichen setzt,

siehe Vorzeichentabelle:

s+ -

[
[
[
[

2,00

2,00

2,00

2,00

}
}
}:

[
[
[
[

5,00

5,00

5,00

5,00

J
J
J
J

Il

ll?

II2

Il

0,4000

0,4000

0,4000

0,4000

16 Sje kdnnen sich mit der Datei ,Rechnen mit rationalen Zahlen.xIsx“ Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.
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Zwei rationale Zahlen dividiert man, indem man ihre Betrage dividiert und das entsprechende Vorzeichen setzt,
siehe Vorzeichentabelle:
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Ubungen?’:18:

+ 79,00 : + 199,00 | =
i + 81,00 ) : i - 46,00 q =
i - 86,00 — : i + 1DS,DDH =

- 108,00 : - 62,00 o

17 Siehe auch: https://de.wikipedia.org/wiki/Schriftliche Division
18 Sje kénnen die Datei ,,Dezimalbruchentwicklung.xlsx” zu Hilfe nehmen.



https://de.wikipedia.org/wiki/Schriftliche_Division

Lésungen:

79,00

81,00

86,00

108,00

199,00

46,00

105,00

62,00

ll2

Il

II2

Il2

0,3970

1,7609

0,8190

1,7419
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Ubungen:

a
o o—m————

5

B 2
+

10

B 5
3

8

6

-39.



Losungen:

1.2.6 Arbeitsbogen zum Rechnen mit rationalen Zahlen

Mit der Datei ,Ubungsaufgaben Rechnen mit rationalen Zahlen.xlsx“ kénnen Sie sich nachfolgende Arbeitsbégen (mit Zufallsvariablen)

generieren.
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1. (
2. (
3. (
4. (
5. (
6. (
7. (
8. (
9. (
10. (
11. (
12. (
13. (
14, (
15. (
16. (
17. (
18. (
19. (
20. (

Losungen (ggf. wegfalten):

O N ARWNRE

=
[N

Addition und Subtraktion rationaler Zahlen

3,7
-3,1
-6,1
3,5
-6,7

-3,5

3,7
-3,1
-6,1
3,5
-6,7
-3,5
-0,2
-5,7

-6,9
-0,9

-0,4
2,7
-1,1
2,2
438
-3,7
0,2
-0,4

o+ o+

[ A T

-0,6
-5,4
5,5

3,5

0,6
5,4
5,5
3,5
5,7
9,5
9,2
9,4
31
5,2
5,8
0,1
0,4
2,2
8,5
8,1
3,1
8,3
5,2
-8,9

3,1

-8,5
-11,6

-13

9,4
-15,1

5,1

-1,7

4,9
5,9

-0,8
-0,5

7,4

-5,9

1,7
4,6

8,5
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10.

Losungen (ggf. wegfalten):

1.

10.

13
24

Addition und Subtraktion rationaler Zahlen (Brliche)

-2
+
15
-6
14
-12
27
- 17
18
. 16
14
19
13
-5
+
15
- 10
6
-1
) 22
- -28
15
22 -1 -2
+
15 15 15
-6 -14 -18
14 42 42
-12 -12 -12
27 27 27
17 -90 85
18 90 90
16 42 48
¥ 14 22 a2
19 169 456
13 312 312
-5 20 -10
+
15 30 30
10 8 30
6 18 18
-1 -286 -9
22 198 198
228 -330 -56
15 30 30

- 1/5

2/21

-1 17/18

2 1/7

-287/312

1/3

-1 2/9

-1 79/198

-9 2/15
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Losungen (ggf. wegfalten):

O N RWNRE

Multiplikation und Division rationaler Zahlen

4

-54

35

24

-24

-27

28

11

11

40

GOLEPRLOPRORPONND RN R OW

O L N !

w o
SO\O\N
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10.

Losungen (ggf. wegfalten):

1.

10.

Multiplikation und Division rationaler Zahlen (Briiche)

-13
-35

-13

-15

10

36

80

-14

-20

-13

2

-15

-18

-7

2

-221

-14

15

-10

40

-18

-10

-20

208

-14

15

-10

40

-20

-13 -7
-35 -18
9 -18
36 8
-6 -10
80 5
-14 -6
-6 -9

208

- 1/9

13/90

1/17

-3 1/2

-1 1/4

- 9/16

3/20

1 5/9

- 3/49

- 5/8
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1.3 Variablen und Terme

Eine Variable ist ein Zeichen, das einen Platz freihalt. Hierflir konnen beliebige Ausdriicke
einer bestimmten Art eingesetzt werden, die aus einer vorgegebenen Menge stammen.*?

Ein Term ist ein sinnvoller Ausdruck, der Zahlen, Variablen, Symbole fiir mathematische
Verknipfungen und Klammern enthalten kann.?° - Ein Term enthilt jedoch keine
Relationszeichen (=, <, >, ...).

Beispiele:

3x+5 a:7;, 6; 3y*-7a

Gegenbeispiele:

:5; a:7>0; 6-—; 3y*=7a

Ubungen:
Entscheiden Sie fir jedes der folgenden Beispiele, ob es ein Term ist.

a) 7-(3x-2) b) 5x*>7x c) z d) 3,8:

19 Siehe: Raudies, M.: Grundbegriffe der Mathematik, 2017, S. 8
sowie https://de.wikipedia.org/wiki/Variable (Logik)
20 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Term
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1.3.1 Wert eines Terms / Wertetabelle

Den Wert eines Terms berechnet man, indem man die in ihm enthaltenen Variablen mit
Werten belegt. Hierzu empfiehlt sich eine Wertetabelle.

Beispiel:

x 0 2 3,5 -1
3x—2 -2 4 8,5 -5

Fir x = —1 ergibt sich fir den Term 3x — 2 also der Wert —5.

Ubungen:

Bestimmen Sie fir jeden der folgenden Terme den Wert fiir die in Klammern angegebenen

Werte fiur die Variablen.

a) 3x:2 (x=0) b) 5a—-b (a=3,b=-5)

c) 2-72 (z=-1) d) 3abc (@a=2,b=1,c=0)

An dieser Stelle empfiehlt sich ein erster kurzer Einstieg in Excel.?!

Datei Start Einfigen Seitenlayout Farmeln Daten Uberpriifen A
A B | C | D E F |

L |

2 X 0 2 3,5 -1

3 3x-2 -2 4 8,5 ! -5

4

. |

Ubung:

Offnen Sie obige Exceldatei (auf lhrem Smartphone oder Laptop). Verdndern Sie die Datei
so, dass sie die Losung einer Ubungsaufgabe darstellt.

21 Sjehe: Wert eines Terms berechnen.xlIsx
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1.3.2 Konvention: Punktrechnung geht vor Strichrechnung

Statt ,(x - y) + x“ darf man auch ,x - v + x“ schreiben.

Beispiel: 8=(6)+2=(2:3)+2=23+2=6+2=28

Statt ,, “darf man jedoch nicht ,, “schreiben.

Beispiel: 36 = (9) -4 = * =4+20=24

1.3.3 Vorsicht bei Klammereinsparungen

Bei der Addition und Multiplikation kdnnen Klammern weggelassen werden. Nach dem
Assoziativgesetz (siehe S. 49) gilt:
x+y)+z=x+y+z=x+y+z) sowie (x-y)z=x-y-z=x(y"2z)

Problematischer ist es bei der Subtraktion und Division:

Subtraktion
Statt ,(x — y) — z“ darf man auch ,x — y — z“ schreiben.

Beispiel: 2=(4)—-2=(9-5)—-2=9-5-2=4-2=2

Statt , “darf man jedoch nicht ,, “schreiben.
Beispiel: 6 =9 — (3) = * =4-2=2
(Es gilt: , da man eine Minusklammer auflést, indem man die Vorzeichen

der einzelnen Summanden umdreht, siehe S. 52)

Division
Statt ,(x : y) : z“ darf man auch ,x : y : z“ schreiben.

Beispiel: 1=(2):2=(20:10):2=20:10:2=2:2=1

Statt ,, “darf man jedoch nicht ,, " schreiben.

Beispiel: 4 =20:5 = * =2:2=1
20 2 40

(Bruchrechnung: 20: (10:2)= 7x=20r—=—=4 )
(?) 10 10
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1.4 Termumformungen

1.4.1  Einfache Umformungen??

Beispiel (" -..." durch" + (- ...) " ersetzen): - a = +(- a)
Wiahle: a = 14 - 14 = +(- 14)
- 14 = - 14
Beispiel (Kommutativgesetz der Addition): a+b = b + a
Wahle: a =10 , b =12 10 + 12 = 12 + 10
22 = 22
Beispiel (KEIN Kommutativgesetz der Subtraktion): a-b =2 b - a
Wahle: a =12 , b =11 12 - 11 = 11 - 12
1 £ -1
Beispiel (Subtraktion in Addition umwandeln): a-b = a+(- b )= -b + a
Wiahle: a =11 , b =19 11 - 19 = 11+(-19)= -19 + 11
-8 = -8 = -8

22 Sjehe: Termumformungen.xlsx



1.4.2

Kommutativ-, Assoziativ und Distributivgesetz

Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz)

der Addition: a + b b + a
Beispie 5 + 4 4 + 5
der Multiplikation: a b b a
Beispie 5 4 4 c
Assoziativgesetz (Verbindungsgesetz)
der Addition: (a + b C a + (b + c
der Multiplikation: ( a b C a (b C
Beispie 5 = 3 5 = 3
Distributivgesetz (Verteilungsgesetz): a (b C a b + a C
Beispie 5 4 3 5 4 + 5 - 3
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Ubung”®: Wenden Sie die Gesetze mit folgenden Zahlen an:

Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz)

der Addition: a

E:'-\_ W L

der Multiplikation:

Beispie

L

Assoziativgesetz (Verbindungsgesetz)

der Addition: (

E:'-\. e Y L

L

der Multiplikation: (
Beispie

L B

()]

a

+ (b

( b

]

Distributivgesetz (Verteilungsgesetz):

Co @

Beispie

2 Siehe Rechengesetze.xlsx
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Ldsung:

Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz)

der Addition: a b b + a
Beispie 4 + 19 19 + 4
3 ¥ 3 b |
L3 s |
der Multiplikation: a b b a
Beispie 3 16 16 3
A8 A8
Assoziativgesetz (Verbindungsgesetz)
der Addition: (a + b ) + c a + (b + c )
Beispie 3 + 11 ) + 10 3 + (11 + 10 )
14 + 10 3 + 21
24 24
der Multiplikation: ( a b ) C a (b c )
Belispie 5 20 ) b 5 2C 6 )
00 6 5 120
G0 G0
Distributivgesetz (Verteilungsgesetz): a (b + C a + a
Beilspie 2] 9 + 7 3 9 + 8
8 16 72 - 56
128 128
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1.4.3  Auflésen einer Minusklammer?*

"Beim Subtrahieren eines Summentermes kann man die Klammern weglassen, muss aber dann die Summanden einzeln
subtrahieren.” (Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, S. 41) - Man 18st also eine Minusklammer auf, indem man das
Minuszeichen vor der Klammer und die Klammer wegléasst, dafiir aber die Vorzeichen der einzelnen Summanden wechselt.

1. Fall: a-( b+c)=a - b - c
Wiahle:a= 20, b= 4, c= 20 20-( 4 +20)=20 - 4 - 20
20 - 24 = 16 - 20
4 = 4
2. Fall: a-( b-c)=a - b -(-c)= a-b+c
Wihle:a= 13, b= 17, c= 9 13-( 17-9)=13 - 17 -(-9) = 13-17+ 9
13 - ( g8 )= -4 + 9 = -4 +9
5 = 5 = 5
3. Fall: a-(-b+c)=a-(-b) - ¢ = a+b-c
Wihle:a= 7, b= 11, c= 15 7 -(-11+15)= 7 -(-11) - 15 = 7 +11-15
7 - ( 4 )= 18 - 15 = 18 -15
3 = 3 = 3
4, Fall: a-(-b-c)=a-(-b)-(-c)= a+b+c
Wihle:a= 6, b= 8, c= 13 6 -(-8-13)=6 -(- 8)-(-13) = 6 + 8 +13
6-( -21 )= 14 + 13 = 14 +13
27 = 27 = 27

% Sjehe: Termumformungen.xIsx



Ubung:

"Beim Subtrahieren eines Summentermes kann man die Klammern weglassen, muss aber dann die Summanden einzeln
subtrahieren.” (Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, S. 41) - Man |6st also eine Minusklammer auf, indem man das
Minuszeichen vor der Klammer und die Klammer weglasst, dafiir aber die Vorzeichen der einzelnen Summanden wechselt.

1. Fall: a-( b+c)=
Wihle:a= 6, b= 12, c= 13 6 -( 12+13)=
2. Fall: a-( b-c)=
Wihle:a= 2, b=20,c= 7 2 -( 20-7)=
3. Fall: a-(-b+c)=
Wihle:a= 8, b= 3, c= 13 8 -(- 3 +13)=
4, Fall: a-(-b-c)=

Wahle:a= 12, b=17, c= 14 12 - (- 17 - 14)



Losung:

Minusklammer auflésen

"Beim Subtrahieren eines Summentermes kann man die Klammern weglassen, muss aber dann die Summanden einzeln
subtrahieren." (Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, S. 41) - Man |6st also eine Minusklammer auf, indem man das
Minuszeichen vor der Klammer und die Klammer weglasst, dafiir aber die Vorzeichen der einzelnen Summanden wechselt.

1. Fall: a-( b+c)=a - b - ¢
Wiéhle:a= 6, b=12, c= 13 6 -( 12+13)=6 - 12 - 13
6 - 25 = -6 - 13
-19 = -19
2. Fall: a-({ b-c)=a - b -(-¢c)= a-b+c
Wihle:a= 2, b=20,c= 7 2 -( 20-7)=2 - 20-(-7) = 2-20+7
2 -( 13 )= -18 + 7 = 18 +7
-11 - 11 - -11
3. Fall: a-(-b+c)=a-(-b)- ¢c = a+b-c
Wihle:a= 8, b= 3, c= 13 8 -(-3+13)=8 -(-3) - 13 = 8+ 3 -13
g -( 10 )= 11 - 13 = 11 -13
-2 - 2 - 2
4, Fall: a-(-b-c)=a-(-b)-(-¢c)= a+b+c
Wihle:a= 12, b= 17, c= 14 12-(-17-14)=12-(-17)-(-14) = 12+17+14
12-( 31 )= 29 + 14 = 29 +14

a3 - 43 = 43



1.4.4 Zusammenfassen gleichartiger Summanden

a) Variablen?®

Beispiel (nur positive Zahlen): a - X +
Wihle: a=2 , b=3 , 2 X -
Wihle: x=28 2 - 8 -

16 +

Beispiel (rationale Zahlen): a - x +
Wahle: a=-5 , b=-2 , S - x4+
Wahle: x=-5 S - (-5 )+(

25 +

% Siehe: Termumformungen.xlsx

24
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Ubung:

Beispiel (nur positive Zahlen):

Wahle: a=6 , b=3

Wahle: x=7

Beispiel (rationale Zahlen):

Wihle: a=2 , b=-3

Wahle: X=-6

F

r
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Beispiel (nur positive Zahlen):

Wahle: a=6 , b=3

Wahle: x=7

Beispiel (rationale Zahlen):

Waihle: a=2 , b=-3

Wahle: X=-6

¥

r

42

21

+ b )-x
+ 3 )-x
9-x

9.7

63

+ b )-x
+(-3))-x
-1-x
1-(-6

6
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b) Komplexere Summanden?®

a-x - by x
Wahle: a=9 , b=3
9.x° - 3y X
Wiéhle : x=7 , Yy=6
9:49 - 3:6:7
441 - 126

26 Siehe: Termumformungen.xlsx

+ 9.7

+ 47

378

49
441

+ 4.7
+ 168

- 6

+ 5.49
+ 245

245

+(c+d )x +(-b+ f )

+(9+4 )x +(-3+4 )

- 13-x + 1-
+ 13-7 + 1-
- 91 -

378
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Ubung:

Wihle :

Wihle :

Xx=3

b=2 ,c=4 ,d=2

2-y'x + 4-x + 2-x

y=3
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Losung:

Wihle : x=3
2:9

18

2:-3-3
18

+ 4-3

3:9
27

+ 4.3

-3

,8=3

+ 3-9

(a-e+g)x

(2-3+3)x

2-9
18

+(c+d)x +(-b+f )

+( 4 +2 )x +(-2+4)

+

54

6-x +

6-3 +
18 +

2

-3-3

18
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1.5 Gleichungen

Zwei Terme, die durch ein Gleichheitszeichen verbunden sind, bilden eine Gleichung.?’

Die Losungsmenge der Gleichung ist die Menge an Elementen, die die Gleichung in eine
wahre Aussage Uberflhrt.

Hinweis: In spateren Kapiteln werden die Begriffe Aussage (S. 67), Aussageform,
Lésungsmenge einer Aussageform (S. 68), Menge (S. 88) und Relation (S. 110) naher
erldutert.

Beispiel:
5-x ist ein Term.
15 ist ein Term.

5 - x = 15 st eine Gleichung, da zwei Terme durch das Relationszeichen ,=" verbunden

worden sind.

L = {3} ist die Menge, die alle Elemente enthalt, die die Gleichung in eine wahre

Aussage Uberfiuhrt.

1.5.1 Aquivalenzumformungen von Gleichungen

Gleichungen heiRen zueinander dquivalent, wenn sie dieselbe Losungsmenge besitzen.

Bei einer Aquivalenzumformung?® einer Gleichung bleibt ihre Lésungsmenge unverandert.

Es gibt folgende Aquivalenzumformungen, welche in der Schule oft mit dem Waage-Modell?

erldutert werden:

a) Additions- und Subtraktionsregel3°

Addiert oder subtrahiert man auf beiden Seiten einer Gleichung dieselbe Zahl, so andert
sich die Losungsmenge der Gleichung nicht.

7 Siehe auch: https://de.wikipedia.org/wiki/Gleichung

28 Siehe auch: https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%84quivalenzumformung

2 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/L%C3%B6sen von Gleichungen#Umformung von Gleichungen
30 Aus: Elemente 7, 2006, S. 244
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Beispiel:

5-x = 15 | +5
s 5-x+4+5 = 1545 | —2
= 5-x+3 = 20-2

b) Multiplikations- und Divisionsregel

Multipliziert (dividiert) man beide Seiten einer Gleichung mit derselben (durch dieselbe)
Zahl ungleich 0, so dndert sich die Losungsmenge der Gleichung nicht.

Beispiel:

5-x = 15 | -3
& 5-x-3 = 15-3
= 15:x = 45 |+ 5
= 3'x = 9

Hinweis: Das ,,&“-Zeichen wird auf S. 77 naher erlautert.

c) Wourzelziehen

Beispiel:

(1) x2 = 4 | i/_
(2) © Yxz=x| = Ya=2

3) = X12 = +Vd =42

(4) A X1 = 4 =+42

A xZ == —\/Z = —2
Die Losungsmenge fur (1), (2),(3) und (4) ist L = {2,—-2}.

Hinweis: Das ,A“-Zeichen wird auf S. 73 naher erlautert.

d) Keine Aquivalenzumformung: Quadrieren

Beispiel:
(1) x = 2 1()?
(2) x> = 4

Die Losungsmenge der Gleichung (1) ist L = {2}.
Die Losungsmenge der Gleichung (2) ist L = {2,—2}.

Durch das Quadrieren ist also eine Lésung hinzugekommen. Daher darf man hier kein ,, & “-
Zeichen setzen.
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1.5.2 Losen linearer Gleichungen

a) Lineare Gleichungen mit einer Variablen

Eine Gleichung mit einer Variablen x heiRt linear!, wenn sie durch Umformungen in die
Form

a'x+b=0 (a+0)

gebracht werden kann3?, wobei a und b Konstanten33 sind. a wird als Koeffizient3* der
Losungsvariablen x und b als absolutes Glied bezeichnet.

Beispiel:
Die Gleichung 5x — 3 4+ 2x = 3x — 5 — 2 ist eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten
(Variablen), da sie durch Umformungen

5 —34+2x = 3x—-5-—2 | Zusammenfassen
= 7x—3 = 3x-—7 | —3x
& 4x—-3 = =7 |+7
= 4x+4 = 0
in die Form
ax+b = 0

gebracht werden kann, wobeia =4 und b = 4 sind.

Man |0st eine lineare Gleichung mit einer Variablen x, indem man sie dquivalent so
umformt, dass auf einer Seite nur noch die Variable x stehen bleibt.

Beispiel:
4x+4 = 0 | — 4
4x = —4 | : 4
= x = —4
4
= x = -1
Die Lésungsmenge ist . = {—1}. Das Element der Losungsmenge ist eine Zahl.

31 Sjehe auch: https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare Gleichung#lineare Gleichungen mit einer Unbekannten
32 Auch die Form a - x = b wire moglich, wobei das b dann aber ein anderes wire.

3 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Konstante (Logik)

34 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Koeffizient#Mathematik
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b) Lineare Gleichungen mit zwei Variablen

Eine Gleichung mit zwei Variablen x und y heiBt linear®®, wenn sie durch Umformungen in
die Form

ax+b-y+c=0 (a,b #0)

gebracht werden kann3¢, wobei a, b und ¢ Konstanten sind. a und b werden auch als
Koeffizienten der Losungsvariablen x bzw. y und c als absolutes Glied bezeichnet®’.

Beispiel:

Die Gleichung y = 3x — 5 ist eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten (Variablen), da
sie durch Umformungen

y = 3x-5 | —3x
S y—3x = =5 | Kommutativgesetz
s -3x+1ly = -5 | +5
S -3x+1ly+5 = 0
in die Form
ax+b-y+c = 0
gebracht werden kann, wobei a =—3, b =1 undc = +5 sind.

Man 16st eine lineare Gleichung mit zwei Variablen x und y, indem man sie z.B. so umformt,
dass auf einer Seite nur noch die Variable y stehen bleibt.

Die Losungsmenge besteht dann aus den Paaren x und y, wobei y in Abhdngigkeit zu x
steht.

Beispiel:
Die Gleichung y = 3x — 5 besitzt folgende Lésungsmenge:
L = {(xy)|y=3x—-5}

Ein Element der Losungsmenge ware z.B.
x=1y=3-1-5)=(1,-2)

Ein weiteres Element der Losungsmenge ware z.B.
(x=2y=3-:-2-5)=(2,1)

Die Losungsmenge enthalt noch unendlich viele weitere Losungen. Jede Losung ist ein
geordnetes Paar (siehe S. 104) zweier Zahlen.

35 Siehe auch: https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare Gleichung#lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten
3% Auch die Form a - x + b - y = ¢ wére moglich, wobei das ¢ dann aber ein anderes wire.
37 Siehe: Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, 2015, S. 53
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Hinweise auf nachfolgende Kapitel:

e Die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit zwei Variablen x und y ist eine Teilmenge
des kartesischen Produkts (siehe S. 106).

e Eine lineare Gleichung mit zwej Variablen x und y der Form
a'x+b-y+c=0

lasst sich durch die Umformungen

a'x+b-y+c=0 |—c
ax+b-y=-c |—a-x
b-y=—-c—a-x |: b20
_—Cc—a-x
YT
Y= D
in die Form
y=mx+n (mitm=_7aundn=_7c)

umwandeln und stellt damit eine Funktionsgleichung fiir lineare Funktionen (siehe S. 124)

dar.
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1.5.3 Losen quadratischer Gleichungen

Eine Gleichung, die sich in der Form
a-x*+b-x+c=0 (a #0)

darstellen lasst, heiBt quadratische Gleichung. Hierbei werden

a - x? als quadratisches Glied,
b - x als lineares Glied und
¢ als absolutes Glied

bezeichnet.

Das Losen einer quadratischen Gleichung wird auf Seite 145 im Zusammenhang mit der
Nullstellenermittlung quadratischer Funktionen behandelt werden.
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2 Aussagen

2.1 Aussage

Eine Aussage (nach dem Prinzip der Zweiwertigkeit38) ist ein sprachliches Geflige, von dem

objektiv feststeht, ob es wahr oder falsch ist.3?

Eine wahre Aussage nennt man eine Tatsache.

Aussagen werden oft mit A, B, C ... oder A1, A, As ... bezeichnet.

Beispiel:
A: Ein Elefant ist ein Tier. (wahre Aussage)

B: Ein Hund ist eine Katze. (falsche Aussage)

Gegenbeispiele:
A: Regnet es morgen? (keine Aussage)

B: 3 - a =6 (keine Aussage)

Ubungen:

Entscheiden Sie flr jedes der folgenden Beispiele, ob es eine Aussage ist.

A: Paris ist die Hauptstadt Frankreichs.
B: Ein Wiirfel hat sechs Ecken.
C:3-4=12

D: Morgen werde ich im Lotto gewinnen.

38 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Prinzip_der Zweiwertigkeit
39 Nach: Benélken/Gorski/Miiller-Phillip: Leitfaden Arithmetik, 2018, S. 8
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2.2 Aussageform

Eine Aussageform ist ,ein Ausdruck, der eine (oder mehrere) freie Variable [...] enthalt und
durch die Belegung aller freien Variablen in eine (wahre oder falsche) Aussage tibergeht.“4°

Die freien Variablen diirfen mit Elementen aus einer Grundmenge zu dieser Aussageform
belegt werden.

Die Losungsmenge der Aussageform ist die Menge an Elementen, die die Aussageform in
eine wahre Aussage Uberfuhrt.*!

Aussageformen werden oft mit A(x), B(x) ... oder A1(x), A2(x) ... bezeichnet,
wobei x Element der Grundmenge G ist (x € G).

Die Losungsmenge von A(x) wird mit L bezeichnet, L. = {a € G | A(a) ist wahr}.

Beispiel:

A(x): 5 - x> 20 mit x € N (Die Grundmenge G ist die Menge der natirlichen Zahlen.)
Flir x = 8 geht A(x) Gber in die wahre Aussage A(8): 5 -8 > 20

Fiir x = 3 geht A(x) Gber in die falsche Aussage A(3):5-3>20

Losungsmenge der Aussageform A(x): L = {x€ N | x > 4}

Ubungen:

Geben Sie fir die folgenden Aussageformen jeweils ein Beispiel an, dass die Aussageform in
eine wahre Aussage und eines, dass die Aussageform in eine falsche Aussage Uberfihrt.
Geben Sie auBBerdem jeweils die Losungsmenge an.

A(x): 3 ist ein Teiler von x, wobei x € N

B(x): 5 x + 3 = 20, wobei x € Z (Hinweis: Z steht fiir die Menge der ganzen Zahlen.)

40 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Aussage (Logik)#Aussageform
41 Nach: Benélken/Gorski/Miiller-Phillip: Leitfaden Arithmetik, 2018, S. 9
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2.2.1 Bezeichnungshinweis

Oft spricht man in der Mathematik auch von einer ,,Aussage”, wenn es sich eigentlich um
eine , Aussageform” handelt, siehe hierzu auch https://youtu.be/vy0sGAYEcsS .

2.3 Allaussage

Sei x ein Element aus einer Menge M und H(x) eine Aussageform. Die Schreibweise

/\ H(x) bedeutetdann »Fir alle x aus der Menge M gilt H(x).”
XEM
Beispiel:
NAxenx:0=0 bedeutet: Far alle natirlichen Zahlen x gilt x - 0 = 0.
Ubungen:

Schreiben Sie eine wahre und eine falsche Allaussage auf.

-69 -


https://youtu.be/vy0sGAYEcs8

2.4 Existenzaussage

Sei x ein Element aus einer Menge M und H(x) eine Aussageform. Die Schreibweise

»Es existiert mindestens ein x aus der Menge M,

\/ H(x) bedeutetdann fiir das H(x) gilt.”

XEM
Beispiel:
Vien3:x=9 bedeutet Es gibt eine natirliche Zahl x, fiir die
3 - x=9 zu einer wahren Aussage wird.
Ubungen:

Schreiben Sie eine wahre und eine falsche Existenzaussage auf.
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3 Logik (1)*?

3.1 Vorbemerkung

Das nun folgende Kapitel wirkt auf den ersten Blick vielleicht etwas abstrakt. Es soll jedoch
die Grundlagen fiir das Verstandnis der

Mengenrelationen

e Mengengleichheit (M = N) (S.91)
e (Echte) Teilmenge (M € N bzw. M S N) (S.92)
e Gleichmachtigkeit (M~N) (S.93)

Mengenoperationen

e Durchschnitt (A N B) (S. 96)
e Vereinigung (AU B) (S.96)
e Differenz (A\B) (S.97)
e Komplement (A4) (S.97)

sowie der Funktionsweise der Beweisverfahren

e direkter Beweis: (A=C)A(C=B))=(A=B) (S.218)
e indirekter Beweis: - (-BAA) = (A= B) (S.222)
e Beweis durch Kontraposition: (-B = -A) = (A = B) (S. 226)

e Beweis durch vollstandige Induktion

H(O) A /\ [H) = Hn+1] :>/\H(n) (S. 259)

neN neN

legen, welche Sie z.B. zum Beweis von
e Aussagen zur Teilbarkeit (S. 235)
bendtigen.

Sie kdnnen (je nach Lerntyp) dieses Kapitel vorerst auch nur kurz Gberfliegen, um dann
spater an entsprechender Stelle hierher zurlickzukehren. Bitte beachten Sie auch die Videos
von Prof. Spannagel®3.

42 In der Logik verwenden wir die Begriffe ,Satz’, ,Aussage’ und ,Aussageform’ gleichbedeutend und meinen
damit eine logische Aussageform;“ (Schurz, G.: Logik, 2018, Kapitel 1.5.2)
43 Siehe: https://youtu.be/fDHippgDhVE
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3.2 Verknipfungen von Aussagen

Verknlipft man Aussagen, entsteht eine neue Aussage. In welchen Fallen diese neue Aussage
wahr oder falsch ist, erkennt man durch eine Wahrheitstafel**, in welcher alle
Kombinationsmoglichkeiten der einzelnen Wahrheitswerte aufgelistet sind.

Man unterscheidet verschiedene Verkniipfungen.
a) Die Negation (Verneinung)

b) Die Konjunktion (Und-Verknipfung)

c) Die Alternative (Oder-Verknipfung)

d) Die Implikation (Wenn-dann-Verknipfung)

e) Die Aquivalenz (Genau-dann-wenn-Verkniipfung)

a) Negation

Die Negation (Zeichen ,=“) ist die Verneinung und bedeutet ,nicht”.
Negiert bzw. verneint man eine wahre Aussage, wird diese falsch.
Negiert bzw. verneint man eine falsche Aussage, wird diese wabhr.

Die entsprechende Wahrheitstafel sieht folgendermaRen aus:

A -A
w f
f w
Beispiele:
Aussage: Ein Elefant ist ein Tier. (wahre Aussage)

Verneinung dieser Aussage: Ein Elefant ist kein Tier. (falsche Aussage)

Aussage: Ein Hund ist eine Katze. (falsche Aussage)
Verneinung dieser Aussage: Ein Hund ist keine Katze. (wahre Aussage)

44 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Wahrheitstabelle
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Ubungen:

Nennen Sie zwei Beispiele, die verdeutlichen, dass aus einer wahren Aussage durch
Negation eine falsche Aussage wird.

Nennen Sie zwei Beispiele, die verdeutlichen, dass aus einer falschen Aussage durch

Negation eine wahre Aussage wird.

b) Konjunktion

Die Konjunktion (Zeichen: ,,A“) ist die Verbindung und bedeutet ,und”. Die Konjunktion
zweier Aussagen ist nur dann wahr, wenn beide Einzelaussagen wahr sind. Ansonsten ist sie

falsch.

Die entsprechende Wahrheitstafel sieht folgendermaRen aus:

A B AAB

w w w

w f f

f w f

f f f
Beispiele:
Aussage A: 2 ist eine gerade Zahl. (wahr)
Aussage B: 3 ist eine ungerade Zahl. (wahr)
Aussage C: 4 ist eine ungerade Zahl. (falsch)
Aussage D: 5 ist eine gerade Zahl. (falsch)
A AB: 2 ist eine gerade Zahl und 3 ist eine ungerade Zahl. (wahr)
AAC: 2 ist eine gerade Zahl und 4 ist eine ungerade Zahl. (falsch)
CAA: 4 ist eine ungerade Zahl und 2 ist eine gerade Zahl. (falsch)
CAD: 4 ist eine ungerade Zahl und 5 ist eine gerade Zahl. (falsch)

Ubungen:

Stellen Sie zwei wahre und zwei falsche Aussagen auf.
Verknipfen Sie jeweils zwei dieser Aussagen durch eine Konjunktion.

Machen Sie sich anhand |hrer Beispiele die Wahrheitstafel der Konjunktion klar.
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c) Alternative

Die Alternative (Zeichen: ,V“) bedeutet ,oder”. (Sie bedeutet nicht ,,entweder oder”.)
Die Verkntipfung ,A oder B” ist genau dann wahr, wenn einer der drei Fille eintritt:

- Alist wahr.

- Bist wahr.

- A und B sind beide wabhr.

Das bedeutet, dass ,, A oder B nur dann falsch ist, wenn A und B beide falsch sind.

Die entsprechende Wahrheitstafel sieht folgendermaRen aus:

A B AVB

w w w

w f w

f w w

f f f
Beispiele:
Aussage A: 2 ist eine gerade Zahl. (wahr)
Aussage B: 3 ist eine ungerade Zahl. (wahr)
Aussage C: 4 ist eine ungerade Zahl. (falsch)
Aussage D: 5 ist eine gerade Zahl. (falsch)
AV B: 2 ist eine gerade Zahl oder 3 ist eine ungerade Zahl. (wahr)
AvC: 2 ist eine gerade Zahl oder 4 ist eine ungerade Zahl. (wahr)
CVA: 4 ist eine ungerade Zahl oder 2 ist eine gerade Zahl. (wahr)
CvD: 4 ist eine ungerade Zahl oder 5 ist eine gerade Zahl. (falsch)

Ubungen:

Stellen Sie zwei wahre und zwei falsche Aussagen auf.
Verkniipfen Sie jeweils zwei dieser Aussagen durch eine Konjunktion.

Machen Sie sich anhand lhrer Beispiele die Wahrheitstafel der Konjunktion klar.




d) Implikation

Die Implikation (Zeichen: ,=") ist die ,,Einbeziehung” und bedeutet ,,wenn ..., dann ...“ (bzw.
»impliziert”).

Die Verknlpfung ,,wenn A, dann B“ bzw. , A impliziert B“ ist nur dann falsch, wenn A wahr
und B falsch ist. In allen anderen Fillen ist sie wahr.

Die entsprechende Wahrheitstafel sieht folgendermaRen aus:

A B A=B
w w w
w f f
f w w
f f w

Wird man den beiden ersten Zeilen intuitiv sofort zustimmen, so verwundern die beiden
letzten Zeilen auf den ersten Blick doch ein wenig. Hierzu sei nachfolgendes Beispiel
betrachtet. Vorweg eine Vereinbarung: Natdirlich gibt es in Wirklichkeit sehr viele Arten von
Wetter. Flr das Beispiel* soll aber gelten: Es gibt entweder schlechtes Wetter oder nicht
schlechtes Wetter, also gutes Wetter, damit das Zweiwertigkeitsprinzip erfillt bleibt.

A: Das Wetter ist schlecht.
B: Man hat einen Schirm dabei.

Die durch die Verknlipfung entstandene Aussage , A = B” lautet dann: ,Wenn das
Wetter schlecht ist, dann hat man einen Schirm dabei.”

Die zielfihrende Frage ist nun: Wann in den moglichen vier Fallen wird unserem
intuitiven Verstandnis nach gelogen bzw. mathematisch formuliert: Wann ist die
Aussage falsch? Man betrachte alle méglichen Falle:

Wetter Schirm Wenn Wetter schlecht, dann Schirm dabei?
schlecht dabei wahr

schlecht nicht dabei falsch

gut dabei nicht falsch (also wahr)

gut nicht dabei nicht falsch (also wahr)

Antwort: Nur in dem einen Fall, in dem das Wetter schlecht ist und man keinen Schirm
dabei hat, ist die Aussage ,A = B“ falsch. (Wenn das Wetter nicht schlecht (also gut) ist,
ist es egal, ob man einen Schirm dabei hat. Man hat ja schlieBlich nur behauptet, dass
man einen Schirm dabei hat, wenn das Wetter tatsdchlich schlecht ist.) Und da die
Aussage in allen drei anderen Fallen nicht falsch ist, muss sie jeweils wahr sein.

4 Siehe Spannagel: https://youtu.be/-7ecaD19Ix0?t=94
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e} Zum Begriff der ,logischen Folgerung” *)

Es sei folgendes Zitat vorangestellt:

,,Definition 11.2

Ist A ein Satz*® von AL*’ und M eine Menge von Sitzen von AL, dann folgt der Satz A genau
dann logisch aus M, wenn sich allein aus der Bedeutung der in diesen Satzen vorkommenden
Junktoren® ergibt, dass fiir alle Bewertungen*® V gilt: Sind die Satze von M alle wahr bzgl. V,
dann ist auch A wahr bzgl. v.“>°

Ubertragen auf die Vorgehensweise in diesem Skript bedeutet dies, dass man bei der
Implikation die Formulierung ,, Aus M folgt A.“ genau dann benutzt, wenn man die Zeile
meint, in der ,M*, ,A“ und ,M = A“ wahr sind:

~[g |z |>

NEEHHE
sz |=|= |y

Statt ,Aus M folgt A.“ kann auch ,,Aus M schlieBt man auf A.“ oder ,eine Schlussfolgerung
von M auf A“ verwendet werden.

46 Satz: Verkniipfungen von Aussagen

47 AL: Aussagenlogik

48 Junktoren: -, A, V, =, ©

4 Bewertung: Zuordnung von Wahrheitsbedingungen

50 Beckermann, A.: Einfiihrung in die Logik, 2014, Kapitel 11
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f) Aquivalenz

Die Aquivalenz (Zeichen: ,<*) ist die ,Gleichwertigkeit“>* und bedeutet , ... genau dann,
wenn ...”

Die Verknipfung , A genau dann, wenn B“ bzw. , A ist dquivalent zu B“ ist genau dann wahr,
wenn

- A und B beide wahr sind.
- A und B beide falsch sind.

In allen anderen Féllen ist sie falsch.

Die entsprechende Wahrheitstafel sieht folgendermaRen aus:

AsSB

B
w
f
w
f

(=4
w
f
f
w

Beispiel:

Aussage A:  Die Frau hat ein Kind geboren.
Aussage B: Die Frau ist eine Mutter.
A & B bedeutet: Genau dann, wenn die Frau ein Kind geboren hat, ist sie eine Mutter.

Die Frau hat ein Kind geboren. Die Frau ist eine Mutter. (aquivalent)

Die Frau hat ein Kind geboren. Die Frau ist keine Mutter.  (nicht dquivalent)

=

*
Die Frau hat kein Kind geboren. &b Die Frau ist eine Mutter. (nicht aquivalent)
Die Frau hat kein Kind geboren. & Die Frau ist keine Mutter.  (dquivalent)

Ubung:

Prifen Sie, ob die folgenden Aussagen A und B dquivalent sind.
A: Ein ebenes n-Eck hat drei Seiten.
B: Ein ebenes n-Eck hat drei Ecken.

51 Siehe: Raudies, M.: Grundbegriffe der Mathematik, 2017, S. 23
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3.3 Ubersicht: Wahrheitstafel der klassischen
Aussagenverknipfungen

Alle bisher behandelten Verkniipfungen werden in diesem Screenshot>? dargestellt:

A B -A| -B (AvB)| (AAB)|(A=B)|(A<=B)
w w f f W w w w
w f f w W f f f
f w w f w f w f
f f w W f f w w

52 Siehe: Logische Operationen per Wahrheitstafel.xIsx



3.4 Wahrheitstafeln von zusammengesetzten Aussagen *)

Es ist moglich, Wahrheitstafeln von beliebig verknlpften Aussagen zu erstellen, z.B. von der
zusammengesetzten Aussage ,—~(~A)“ (doppelte Negation). Man betrachte den Screenshot:

A (-A) (- (= A))
W f w
f w f

Es ist erkennbar, dass
»—(=A)“ genau dann wahr ist, wenn A wahr ist und

,—(=A)“ genau dann falsch ist, wenn A falsch ist.

Die Aussage ,,—(-A)“ ldsst sich nun wiederum erweitern, z.B. zu dieser: ,-(-A) & A“.

Man betrachte die zugehorige Wahrheitstafel:

A (-A) (= (= A)) (-(-A)=A)
w f w w
f w f W

Es ist erkennbar, dass ,,~(-A) & A“ genau dann wabhr ist, wenn ,-(-A)“ und , A“ die gleichen
Wahrheitswerte besitzen, also immer!

3.5 Gleichwertige Aussagen *)

Gleichwertige Aussagen sind Aussagen, die in allen Fallen die gleichen Wahrheitswerte
besitzen.

»—(=A)“und ,A“ sind also gleichwertige Aussagen.

3.6 Tautologien *)

Tautologien sind allgemeingitiltige Aussagen. ,,Der Wahrheitswert einer Tautologie ist bei

jeder Belegung stets wahr, unabhangig davon, welchen Wahrheitswert die Teilausdriicke

dabei annehmen.“33

Die Aussage ,—~(-A) & A“ist also eine Tautologie.

53 https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik/tautologie/10252
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3.7 Zur Implikation (alternative Ersetzung) *)

Den Ausdruck ,,A = B“ kann man gleichwertig ersetzen durch ,,-A V B“, was durch folgende
Wahrheitstafel belegt wird>*:

A B | -A|(A=B) (-AvVB) (A=B)<= (-AVB))
w w f w " w
w f f f f w
f w w w " w
f f w " ' w

Dies wird beim indirekten Beweis (S. 222) eine Rolle spielen.

Beispiel:

Die naturliche Zahl n ist Teiler von 6.
B: Die naturliche Zahl n ist Teiler von 12.
A = B: Wenn die natiirliche Zahl n Teiler von 6 ist, dann ist sie auch Teiler von 12.
-AV B: Die naturliche Zahl n ist nicht Teiler von 6 oder sie ist Teiler von 12.
Ubung:

Uberpriifen Sie die Fille n=1, n=4 und n=5. Welche Aussagen sind dann wahr? Welche sind
dquivalent?

%4 Siehe: Implikation (alternative Ersetzung).xlsx
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Losung:
n=1:

A:
B:

A = B:

-AV B:

Die natirliche Zahl 1 ist Teiler von 6. (w)
Die natirliche Zahl 1 ist Teiler von 12. (w)

Wenn die natirliche Zahl 1 Teiler von 6 ist, dann ist sie auch Teiler von 12. (w)

Die natlrliche Zahl 1 ist nicht Teiler von 6 oder sie ist Teiler von 12. (w)

Dieser Fall entspricht der 1. Zeile in der Wahrheitstafel.

n=4:

B:
A = B:

-AV B:

Die natirliche Zahl 4 ist Teiler von 6. (f)
Die natirliche Zahl 4 ist Teiler von 12. (w)

Wenn die natirliche Zahl 4 Teiler von 6 ist, dann ist sie auch Teiler von 12. (w)

Die natirliche Zahl 4 ist nicht Teiler von 6 oder sie ist Teiler von 12. (w)

Dieser Fall entspricht der 3. Zeile in der Wahrheitstafel.

n=5:

A:
B:

A= B:

-AV B:

Die natirliche Zahl 5 ist Teiler von 6. (f)
Die natirliche Zahl 5 ist Teiler von 12. (f)

Wenn die natirliche Zahl 5 Teiler von 6 ist, dann ist sie auch Teiler von 12. (w)

Die natirliche Zahl 5 ist nicht Teiler von 6 oder sie ist Teiler von 12. (w)

Dieser Fall entspricht der 4. Zeile in der Wahrheitstafel.

Hinweis zur 2. Zeile in der Wahrheitstafel: Es gibt kein n, flir das A wahr ist und B falsch.

Die Ausdriicke ,,A = B“und ,-AV B“ sind in allen moglichen Fallen daquivalent.
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3.8 Zur Implikation (Kontraposition) *)

Den Ausdruck ,,A = B“ kann man gleichwertig ersetzen durch ,-B = -A“, was durch
folgende Wahrheitstafel belegt wird:

A B |-A|-B|(A=B) (-B=-A) (-B=-A)= (A=8B))
W w f f w " w
W f f w f f w
f w w f w W w
f f w w w " w

Dies wird beim Beweis durch Kontraposition (S. 226) eine Rolle spielen.

Beispiel:

A: Die natirliche Zahl n ist Teiler von 6.

B: Die nattlirliche Zahl n ist Teiler von 12.

A = B: Wenn die natiirliche Zahl n Teiler von 6 ist, dann ist sie auch Teiler von 12.

-B = -A: Wenn die natirliche Zahl n kein Teiler von 12 ist, dann ist sie auch kein Teiler
von 6.

Ubung:

Uberpriifen Sie die Fille n=1, n=4 und n=5. Welche Aussagen sind dann wahr? Welche sind
dquivalent?
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-B = -A:

Die natirliche Zahl 1 ist Teiler von 6. (w)
Die natirliche Zahl 1 ist Teiler von 12. (w)

Wenn die natirliche Zahl 1 Teiler von 6 ist, dann ist sie auch Teiler von 12. (w)

Wenn die natirliche Zahl 1 kein Teiler von 12 ist, dann ist sie auch kein Teiler

von 6. (w)

Dieser Fall entspricht der 1. Zeile in der Wahrheitstafel.

n=4:

A = B:
-B = -A:

Die natlrliche Zahl 4 ist Teiler von 6. (f)
Die natlrliche Zahl 4 ist Teiler von 12. (w)

Wenn die natirliche Zahl 4 Teiler von 6 ist, dann ist sie auch Teiler von 12. (w)

Wenn die natirliche Zahl 4 kein Teiler von 12 ist, dann ist sie auch kein Teiler

von 6. (w)

Dieser Fall entspricht der 3. Zeile in der Wahrheitstafel.

-B = -A:

Die natirliche Zahl 5 ist Teiler von 6. (f)
Die natirliche Zahl 5 ist Teiler von 12. (f)

Wenn die natrliche Zahl 5 Teiler von 6 ist, dann ist sie auch Teiler von 12. (w)

Wenn die natlirliche Zahl 5 kein Teiler von 12 ist, dann ist sie auch kein Teiler

von 6. (w)

Dieser Fall entspricht der 4. Zeile in der Wahrheitstafel.

Hinweis zur 2. Zeile in der Wahrheitstafel: Es gibt kein n, flir das A wahr ist und B falsch.

Die Ausdriicke ,A = B“und ,-B = -A” sind in allen moglichen Fallen dquivalent.
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3.9 Gesetze zum logisch gleichwertigen Umformen von Aussagen *)

Wie in Kapitel 3.8 und 1.1 bereits gezeigt, gibt es gleichwertige Aussagen, die, wenn man sie
durch ,,&“ verkniipft, eine Tautologie bilden. Diese Tautologien sind also Gesetze fiir das
logisch gleichwertige Umformen von Aussagen.

Eine Liste solcher Gesetze finden Sie z.B. bei Wikipedia®>® oder Wikibooks>®. Sie kénnen diese
Gesetze mit der Exceldatei , Logische Operationen per Wahrheitstafel.xIsx” Giberprifen.

Zwei weitere Beispiele (die de Morganschen Gesetze®’) sollen jedoch, jeweils mit

Wahrheitstafel, gegeben werden:

a) Negation einer Konjunktion®®: - (AAB)& -AV-B

A | B |-Al-B|(AAB) (-(AAB))|(-AV-B)|((-(AAB)) = (-AV-B))
w|w/| f f w f f W
w | f flw f w w w
flw|w]|f f w W w
f flw|w f w w w

Beispiel:

A: Die Lehrkraft ist eine Frau.

B: Die Lehrkraft tragt eine Brille.

A AB: Die Lehrkraft ist eine Frau und tragt eine Brille.

- (AAB): Es stimmt nicht, dass die Lehrkraft eine Frau ist und eine Brille tragt.

-AV-B: Die Lehrkraft ist keine Frau oder die Lehrkraft tragt keine Brille.

Die beiden Aussagen (- (A A B)) und (- AV - B) sind dquivalent.

Ubungen:

Verkniipfen Sie die beiden folgenden Aussagen zu einer Negation der Konjunktion
(Verneinung der Und-Verknipfung) und geben Sie eine dazu dquivalente Aussage an:

A: Die naturliche Zahl n ist gerade.
B: Die natlirliche Zahl n ist durch drei teilbar.

55 https://de.wikipedia.org/wiki/Formelsammlung_Logik#Logische Grundgesetze

56 https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe f%C3%BCr Nicht-Freaks: Gesetze der Logik
57 https://de.wikipedia.org/wiki/De _Morgansche Gesetze

%8 Siehe: Negation einer Konjunktion.xlsx
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Lésungen:
A A B:

- (AAB):
-AV-B:

Die natlrliche Zahl n ist gerade und durch drei teilbar.

Es stimmt nicht, dass die natirliche Zahl n gerade und durch drei teilbar ist.

Die natlrliche Zahl n ist nicht gerade oder sie ist nicht durch drei teilbar.

Die beiden Aussagen (- (A A B)) und (- AV - B) sind aquivalent.
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b) Negation einer Alternative®: - (AVB) & -A A-B

A| B |-A|-B|(AVB) -(AVB)|(~-AA-B)|(-(AVB)= (~-AA-B))
W | w f f w f f w
w f f w W f f w
f w | w f w f f w
f f W | W f W w w
Beispiel:
A: Das n-Eck hat drei Ecken.
B: Das n-Eck hat vier Ecken.
AV B: Das n-Eck hat drei oder vier Ecken.

- (AVB): Es stimmt nicht, dass das n-Eck drei oder vier Ecken hat.
-AA-B: Das n-Eck hat weder drei noch vier Ecken.

Die beiden Aussagen (- (A V B)) und (- A A - B) sind dquivalent.

Ubung fiir BigBlueButton:

1. Veranschaulichen Sie das Beispiel, indem Sie durch die Belegung der Variablen n mit
speziellen Werten (z.B. n=4 und n=5) die Aussageform in eine Aussage Uberfihren.

2. Bereiten Sie einen Vortrag vor und finden Sie jemanden, der ihn ggf. halten wird.

%9 Siehe: Negation einer Alternative.xlsx
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Ubungen:

a) A: Die Farbe meiner Schuhe ist rot.
B: Die Farbe meiner Schuhe ist schwarz.
Verneinen Sie die Alternative dieser beiden Aussagen und stellen Sie eine dazu
dquivalente Aussage auf.

b) Begriinden Sie, dass die Aussage ,,Die Farbe meiner Schuhe ist weil3.” nicht dquivalent
ist zur Aussage ,,Die Farbe meiner Schuhe ist weder rot noch schwarz“.

Losungsbeispiel:

a) - (AV B): Es stimmt nicht, dass die Farbe meiner Schuhe rot oder schwarz ist.
-AA-B: Die Farbe meiner Schuhe ist weder rot noch schwarz.

b) Angenommen, die Farbe meiner Schuhe ist blau. Dann ist die Aussage ,,Die Farbe
meiner Schuhe ist weder rot noch schwarz.” wahr, aber die Aussage ,,Die Farbe meiner
Schuhe ist weil3.” ist falsch. Das bedeutet, dass die beiden Aussagen nicht daquivalent
sein konnen.
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4 Mengenlehre

4.1 Mengenbeschreibung nach Cantor

Nach Cantor ist eine Menge ,jede Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente genannt werden) zu einem Ganzen.“®°

(Dass dies auch zu Problemen fiihren kann, wird auf S. 108 naher erlautert.)

4.2 Prinzip der Mengenbildung

»Prinzip der Mengenbildung: Fiir alle diejenigen Objekte x, auf die eine gegebene
Aussageform H(x) zutrifft, gibt es stets eine Menge M, die genau jene x als Elemente
besitzt.“6?

Diese Menge M wird auch als ,,Lésungsmenge der Aussageform” bezeichnet (siehe Kapitel
2.2).

4.3 Darstellung von Mengen

Es gibt verschiedene Darstellungsméglichkeiten von Mengen®2.

a) Darstellung durch eine erzeugende Aussageform

Sei H(x) := ,x teilt 24”83, dann schreibt man

M = {x € N: H(x)} bzw. M = {x € N: x teilt 24} .
Oft wird statt des ,,:“ auch ein ,, | “ geschrieben:

M = {x € N | x teilt 24} .

Gemeint ist in allen Fallen die Menge (iber dem Grundbereich der natiirlichen Zahlen, fir
deren Elemente gilt, dass sie Teiler von 24 sind, also die Menge mit den Elementen 1, 2,
3,4,6,8,12 und 24.

b) Elementweise Darstellung

M =1{1,2,3,4,6,8,12,24}

80 Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 9
61 Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 10
62 Siehe: Raudies, M.: Grundlegende Begriffe der Mathematik, 2017, S. 34
63 Auf die Teiler-Relation wird auf S. 141 genauer eingegangen.

- 88 -




c) Verbale Darstellung

»M ist die Menge aller Teiler von 24.“

d) Anschauliche Darstellung®
/—\ Venn- Diagramm
6 12
(207w
I 8 :
w

—t } ' Zahlenstrahl
6 8 12 24

4.4 Zahlbereiche

»Aus dem Zusammenhang lasst sich im Allgemeinen auch immer erkennen, aus welchem
Grundbereich (oder aus welcher Grundmenge) G die Objekte fir die Mengenbildung
genommen werden. Bei Mengen, die aus Zahlen bestehen, kann man z. B. die Menge R der
reellen Zahlen oder die Menge N der natiirlichen Zahlen als Grundmenge wahlen.“®>

Aus der Schulzeit dirften Ihnen folgende Mengen, auf deren Konstruktion noch in spateren
Kapiteln eingegangen wird, bekannt sein®®:

N =N, := Menge aller naturlichen Zahlen (inklusive der Null)®’

N* = N\{0} := Menge aller von Null verschiedenen natirlichen Zahlen

Z := Menge aller ganzen Zahlen

Q := Menge aller rationalen Zahlen

Q4 (=B) := Menge aller gebrochenen Zahlen oder Bruchzahlen (inklusive der Null)
QL (=B) := Menge aller positiven gebrochenen Zahlen oder Bruchzahlen (ohne Null)
R := Menge aller reellen Zahlen

R, := Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen

64 Aus: Raudies, M.: Grundlegende Begriffe der Mathematik, 2017, S. 34

85 Aus: Lehmann, 1. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 10

%6 Siehe: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 11

57 Ob die Null zu den natiirlichen Zahlen gehért, ist letztendlich eine Definitionsfrage, die andere Autoren auch
anders beantworten.
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4.5 Machtigkeit endlicher Mengen

Eine Menge M mit endlich vielen Elementen wird als endliche Menge bezeichnet. Die

Midchtigkeit (oder Kardinalitat) einer endlichen Menge gibt die Anzahl ihrer Elemente an. %8

Schreibweise: |[M |

Eine Menge, die nicht endlich ist, ist eine unendliche Menge.

Beispiel:
M ={1,2}
M| = 2

%8 Siehe Wikipedia: Michtigkeit bei endlichen Mengen
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4.6 Mengenrelationen

In welchem Verhaltnis Mengen zu einander stehen, wird durch Relationen ausgedriickt:

a) Mengengleichheit (M = N)

»Prinzip der Mengengleichheit: Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn sie

aus denselben Elementen bestehen.“®®

In Zeichen: M=N /\(x EM S x€N)
X

Hierbei steht das ,,;: & " fir ,,... ist definiert als ...“.

Beispiel: {1,2,3} = {1,3,2} = {2,1,3} = {2,3,1} = {3,1,2} = {3,2,1}
Weiterhin gilt: {1,2,3} = {1,1, 2,3}

Gleiche Elemente werden also zusammengefasst. Demnach ist [{1, 1, 2, 3}] = 3.

Hinweis: Eine Menge mit n Elementen ist nicht zu verwechseln mit einem n-Tupel.

»Ein n-Tupel ist eine Zusammenfassung von n mathematischen Objekten x4, x5, ..., X, in
einer Liste. Im Gegensatz zu Mengen missen die Objekte dabei nicht notwendigerweise
voneinander verschieden sein und ihre Reihenfolge ist von Bedeutung.

Tupel werden meist mittels runder Klammern notiert, wobei zwei aufeinander folgende

Objekte durch ein Komma getrennt werden“’°:

(%1, X2, e\ X0)

Beispiele:
{1,2,3} # (1,2,3)
(1,2,3) # (1,3,2)

(1,2,3) # (1,1,2,3)

59 Siehe: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 14
70 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Tupel#Notation
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b) Echte Teilmenge (M c N)

Eine Menge M heillt genau dann eine echte Teilmenge von N, wenn alle Elemente, die zu M
gehoren, auch zu N gehdren, aber es gibt wenigstens ein Element, das zu N und nicht zu M
gehort.”?

In Zeichen: McN::)/\(xeM=>xeN)/\\/(xeN/\erM)
X

P

McN:©SMCcENAM=N (wenn ,,€“ bereits definiert wurde)

c) Teilmenge (M S N)

Eine Menge M heillt genau dann eine Teilmenge von N, wenn alle Elemente, die zu M
gehoren, auch zu N gehoren.

In Zeichen:
MCSN :@/\(xEM:xEN)
X

MEN:McNVM=N (wenn ,,c“ bereits definiert wurde)
Der Unterschied zwischen echter Teilmenge und Teilmenge liegt darin, dass sich die echte

Teilmenge M von der anderen Menge N unterscheiden muss, die Teilmenge M darf jedoch
auch gleich der Menge N sein.

Beispiel: Seien A ={1,2}, B = {1,2,3} und C = {1,2,3}.

Die Menge A ist eine Teilmenge von B (A € B), weil alle Elemente in A (die 1 und die 2)

auch in B enthalten sind.

Die Menge A ist sogar eine echte Teilmenge von B (A c B), weil alle Elemente in A (die 1
und die 2) auch in B enthalten sind, aber die 3 nur in B und nicht in A enthalten ist.

Die Menge B ist keine echte Teilmenge von C (B ¢ C), weil zwar alle Elemente in B (die 1,
die 2 und die 3) auch in C enthalten sind, aber es kein Element gibt, welches nurin C

enthalten ist.

Die Menge B ist eine Teilmenge von C (B < C), weil alle Elemente in B (die 1 und die 2) auch
in C enthalten sind. In diesem Fall sind die Mengen B und C sogar gleich.

71 Siehe: Raudies, M.: Grundlegende Begriffe der Mathematik, 2017, S. 36
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d) Gleichmachtigkeit endlicher Mengen (M ~N)

Seien M und N Mengen mit endlich vielen Elementen. Dann ist M genau dann
gleichméchtig zu N, wenn M und N die gleiche Anzahl von Elementen besitzen.”?

72 Die Gleichmichtigkeit von unendlichen Mengen wird z.B. bei Wikipedia definiert.
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4.7 Spezielle Mengen

a) Leere Menge (D)

Bildet man eine Menge M derart, dass man eine Aussageform wahlt, fir die es kein x gibt,
welches sie erfiillt (also eine nicht erfiillbare Aussageform’3), so enthalt diese Menge keine
Elemente.

Die Menge M, die keine Elemente enthalt, wird als leere Menge bezeichnet.

Schreibweise: M =0 ( oderauch: M={})

Hinweis’*: Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge M: @ S M

b) Potenzmenge von A ( R(A) ) *)

Gegeben sei eine endliche Menge A. Bildet man eine Menge M lber die Aussageform H(X):=
»X ist Teilmenge von A“, so ist M die Menge aller Teilmengen von A.
(Die Elemente der Menge M sind also keine Zahlen, sondern Mengen.)

Die Menge M aller Teilmengen der Menge A, wird als die Potenzmenge von A bezeichnet.

Schreibweise: M = R(A)

Beispiel:
A = {1,2}
Es gilt:

6 CA
1}ca
(2}ca
{1,2}c A

Die Potenzmenge von A, also die Menge aller Teilmengen von A, ist die Menge

{0,{1},{2},{1,23}.
R(A) =0({1,2}) = { @,{1},{2},{1,2}}

73 Siehe: Raudies, M.: Grundbegriffe der Mathematik, 2017, S. 13
74 Siehe: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 22
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c) Beschrankte Intervalle”

Betrachten wir Mengen tiber dem Grundbereich (oder der Trdgermenge) der reellen
Zahlen, die beispielsweise zwischen den Grenzen 1 und 2 liegen. Hierfir gibt es vier

verschiedene Moglichkeiten:

Menge Intervall Schreibweise 1 Schreibweise 2
Bi={xeR | 1<x<2} |abgeschlossen |[1;2] [1;2]
B,={xeR | 1<x<2} | offen 11;2] (1;2)
B;={x€R | 1<x <2} | halboffen [1;2] [1;2)
B,={x€R | 1<x<2} | halboffen 11;2] (1;2]

Die Mengen B, B2, Bs und B4 unterscheiden sich jeweils paarweise voneinander, da die

linke bzw. die rechte Intervallgrenze zur Menge dazugehort oder auch nicht.

75 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Intervall (Mathematik)
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4.8 Mengenoperationen

Mengenoperationen unterscheiden sich von Mengenrelationen folgendermalien:

e Bei einer Relation fragt man, ob die Mengen zueinander auf eine bestimmte
Weise in Beziehung stehen. Das Ergebnis ist ein ,ja“ oder ,nein“. Zum Beispiel
kann die Aussage ,,M=N“ nur wahr (,ja“) oder falsch (,,nein“) sein. Die Mengen
M und N stehen hinsichtlich der Gleichheit zueinander in Relation oder nicht.

e Bei einer Operation hingegen passiert etwas mit den Mengen. Das Ergebnis
einer Mengenoperation ist eine neue Menge. Zum Beispiel erhdlt man durch
die Vereinigung der Mengen {1, 2} und {3, 4} die Menge {1, 2, 3, 4}.

a) Durchschnitt (A n B)76

Der Durchschnitt A n B (gelesen: , A geschnitten B“) zweier Mengen A und B ist die Menge
aller Elemente, die sowohl Element von A als auch von B sind.””

In Zeichen: ANB:={x|x€A A x € B}

Ergibt der Durchschnitt der Mengen A und B die leere Menge (A N B = @), so werden die
Mengen A und B als unvereinbar oder disjunkt bezeichnet.

b) Vereinigung (AU B)78

Die Vereinigung A U B (gelesen: , A vereinigt B“) zweier Mengen A und B ist die Menge aller
Elemente, die Element von A oder Element von B sind.

(Sie sind also entweder Element von A oder Element von B oder Element von beiden, also
von A n B.)

In Zeichen: AUB: = {x|x€AV x € B}

76 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Menge (Mathematik)#Schnittmenge (Schnitt, auch ,Durchschnitt”)
77 Siehe: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 26
78 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Menge (Mathematik)#Vereinigung (Vereinigungsmenge)
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c) Differenz (A\ B)7°

Die Differenzmenge A\ B (gelesen: ,A ohne B“) ist die Menge aller Elemente aus A, die
nicht in B liegen.®

In Zeichen: A\B:={x|x€A A x & B}

d) Komplement 81

Die Komplementdrmenge A (gelesen: ,A Komplement”) der Menge A enthilt genau die
Elemente aus der Grundmenge G, die nicht in A enthalten sind.??

In Zeichen: A o {x|x€EG A x¢A}
A = G6\A

Hinweis: Anstatt , A " kann auch ,,A¢" geschrieben werden.

7 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Menge (Mathematik)#Differenz_und Komplement
80 Sjehe: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 28

81Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Komplement (Mengenlehre)

82 Siehe auch: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 28
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4.9 Mengenoperationen und Venn-Diagramme?®3

Man betrachte als Grundmenge die Menge Q =11, 2,3, 4,5, 6, 7, 8, 9}. Weiterhin seien die Mengen A={1, 2,3,4},B={3,5,6}und C=1{4,6, 7,8,
9} gegeben. Betrachten Sie bitte das Venn-Diagramm und die Ergebnisse der Mengenoperationen:

AUBUC={1,2,3,4,56,7,8,9}

A\B={1,2, 4}

A\NC={1,2,3}

C\(AUB)={7,8,09)
AnC= {4}

Bn C= {6}

AnBnC={}

1. Versuchen Sie, aus den gegebenen Mengen das Venn-Diagramm und die Ergebnisse der Mengenoperationen nachzuvollziehen.

2. SchlielBen Sie von den Ergebnissen der Mengenoperationen auf die Mengen.

Hinweis: Mit der Datei ,Mengenoperationen und Venn-Diagramme.xlsx“ kénnen Sie per Zufall Ubungsaufgaben mit Losungen generieren.

8 Siehe: Mengenoperationen und Venn-Diagramme.xlsx
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Ubung: Gegeben sind folgende Mengen:
0=141,2,3,4,5,6,7,8,9}
A=1{3,457}

B=1{1, 3,6, 8}
C=11,3,8,9}

Zeichnen Sie das dazugehorige Venn-Diagramm.

B iy

1,8

0-=11,2,3,4,5,6,7,8,9}]
A={3,4,5,7}
B={1, 3,6, 8}
C=1{1,3,8,9}
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Ubung:

Gegeben sind folgende Mengen:
Q= {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
A= {2,3,4,5}
B= {3,4,5,6, 7}
C= {2,3,4,5,8}

Hinweis zur Schreibweise: ,,A““ bedeutet ,,A Komplement”.

Bilden Sie:

AC= ACU BC =

BC= ACUCt=

Ct= BCUCt=
(AUB)= AUB=
(AuQ)c= AUC=
(BUC)¢= BUC=
A¢n BC= AUBUC=
ACnCt= A\B=
BN CC= A\C=
(AN B)C= B\C=
(AnC)= B\A=

C\B=
C\(AUB)=
A\(BUC)=
B\(AUC)=
AnC=
BNnC=
ANB=
AnBnC=
(AnB)\C=
(ANnC)\B=
(BNC)\A=
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Losung:

Gegeben sind folgende Mengen:
Q= {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
A= {2,3,4,5}
B= {3,4,5,6, 7}
C= {2,3,4,5,8}

Hinweis zur Schreibweise: ,,A““ bedeutet ,,A Komplement”.

Bilden Sie:
A= {1,6,7,8,9} ACU BC =
B°= {1,2,38,9} AC U CC =
Ct= {1,6,7,9} BCUCCt=
(AUB) = {1,8,9} AUB=
(AUCC= {1,6,7, 9} AUC=
(BUC)c= {1,9} BUC=
AN BC= {1,8,9} AUBUC=
AncCct= {1,6,7,9} A\B=
BCnCt= {1,9} A\C=
(AnB)= {1,2,6,7 8,9} B\C=
(AnC‘= {1,6,7,8,9} B\A=

{1,2,6,7,8,9}
{1,6,7,8,9}
{1,2,6,7,8,9}
{2,3,4,5,6,7}
{2,3,4,5,8)
{2,3,4,5,6,7,8}
{2,3,4,5,6,7,8}
{2}

{}

{6, 7}

{6, 7}

C\B=

C\(AUB)=
A\(BUC)=
B\(AUC)=

ANnC=
BNnC=
ANB=
ANBNnC=

(AnB)\C=
(AnC)\B:
(BnC)\A:

{2,8}
{8}

{}
{6, 7}
{2,3, 4,5}
{3, 4, 5}
{3, 4, 5}
{3, 4, 5}
{}

{2}

{}
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Ubung:

Gegeben sind folgende Mengenoperationen:

AUuBUC= {1,2,3,5,6,7,8,9}
A\B= {3,8}
A\C= {2}
C\(AuB)= {1}
AnC= {3,6,8}
BnC= {5,6,9}
ANnBnC= {6}

Geben Sie die Mengen A, B und C elementweise an. Tipp: Ein Venn-Diagramm kann helfen.
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3,8

5,9

0=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
A={2,3,6,8}
B=1{2,5,6,7,9}
C=1{1,3,5,6,8,9}
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Erlduterung der Losung:

Gegeben waren folgende Informationen:

Zeile 1:
Zeile 2:
Zeile 3:
Zeile 4:
Zeile 5:
Zeile 6:

Zeile 7:

AUBUC= {1,2,3,5,6,7,8,9}

A\B= {3, 8}

A\C= {2}
C\(AUB)= {1}

AnC= {3,6,8}
BNnC= {5,6,9}

AnBnC= {6}

Man gehe nun die Zahlen 1 - 9 einzeln durch:

Zahl A B C
1 &, &, €,
siehe Zeilen 4, 5 siehe Zeilen 4, 6 siehe Zeile 4
2 €, €, &,
siehe Zeile 3 siehe Zeilen 3, 2 siehe Zeile 3,2, 7
3 €, &, €,
siehe Zeile 2 siehe Zeile 2 siehe Zeile 2, 3
4 €I el %I
siehe Zeile 1 siehe Zeile 1 siehe Zeile 1
5 &, €, €,
siehe Zeilen 6, 7 siehe Zeile 6 siehe Zeile 6
6 €, (SH €,
siehe Zeile 7 siehe Zeile 7 siehe Zeile 7
7 A B
&, Zeile 3 )
&, Zeile 3 Zeile1,3,4,5,6,7
&, Zeile 7
&, Zeile 5 &, Zeile 6
&, Zeile 4
c
8 €, &, €,
siehe Zeile 5 siehe Zeile 5, 7 siehe Zeile 5
9 &, €, (SH
siehe Zeile 6, 5 siehe Zeile 6 siehe Zeile 6
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4.10 Geordnetes Paar

Es seien x und y zwei beliebige Elemente aus einer Menge M. Ein geordnetes Paar (x, y) ist
ein 2-Tupel®* (siehe n-Tupel, S. 91)%>. Hierbei wird x als 1. Komponente oder x-Koordinate?®
und y als 2. Komponente oder y-Koordinate bezeichnet.

Beispiel®’:

Das geordnete Paar (-1, 3) stellt den Punkt P mit der x-Koordinate -1 und der y-Koordinate 3
dar.

Schreibweise: P(-1, 3) oder P(-1|3)

® P(-1]3) oy

Ubung:
Stellen Sie den Punkt Q(5]-3) mit GeoGebra dar!

84 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Tupel#Besondere Bezeichnungen f%C3%BCr n-Tupel mit kleinem n
85 Es l3sst sich auch so definieren: (a, b) := { {a, b}, {a}}, siehe Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen —
Funktionen, 2016, S. 30

8 Diese Bezeichnung bezieht sich auf Koordinatensysteme, bei denen die Abszisse als x-Achse und die Ordinate
als y-Achse bezeichnet werden (siehe auch: kartesisches Koordinatensystem).

8 Siehe: Punkt P.ggb
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4.11 Kartesisches Produkt

Komponente y ein Element aus Y ist.88

Das kartesische Produkt X X Y (gelesen: ,X Kreuz Y“) von X und Y ist die Menge aller
geordneten Paare (x, y), deren erste Komponente x ein Element aus X und deren zweite

In Zeichen:

(Synonyme fir das kartesische Produkt sind z.B. Kreuzprodukt oder Produktmenge.)

X XY ={(xylxeXAyeY}

Beispiel:

Seien X und Y Teilmengen der natiirlichen Zahlen:

X={1,2} und Y={1,2,3}

Dann ist das kartesische Produkt X X Y die Menge aller moglichen geordneten Paaren:

XxY={(1,1),(1,2),(1,3),(21),(2,2),(23)}

Es gibt insgesamt sechs geordnete Paare:

IXX Y| =6

Fasst man die geordneten Paare als Koordinaten von Punkten auf, ergibt sich folgende

Darstellung®:

Punkt

® P(1]3)
®P(1]2
®P(1]1)
® P,(2]3)
®P(2]2)
®P(2]1)

0P1 0P4

.P2 0P5

0P3 oPG
2

88 Siehe: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 32

8 Siehe: kartesisches Produkt.ggb
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Beispiel:

Seien X und Y Teilmengen der reellen Zahlen:

X={xeR|1<x<2}

Y={yeR|1<y<3}

Dann beinhaltet das kartesische Produkt

XXY ={(xy)|xeEX ANyeY}

ebenfalls alle moglichen geordneten Paaren. Das kartesische Produkt Iasst sich jedoch nicht

mehr vollsténdig elementweise darstellen, da es unendlich viele Paare gibt. Denn zwischen 1

und 2 bzw. zwischen 1 und 3 liegen unendlich viele reelle Zahlen.

Fasst man die geordneten Paare als Koordinaten von Punkten auf, ergibt sich folgende

Darstellung®:

Die Punkte P31, P, ..., Ps sind weiterhin enthalten. Es gibt jedoch noch unendlich viele

Punkt

----- ® A(1.63]1.52)

----- ® P(1]|3)
----- ® P(1]2)
----- ®P(1]1)
----- ® P23
----- ® P(2]2
----- ® P (2]1)
Strecke
Viereck

weitere Punkte, z.B. den Punkt A(1,63]1,52)°%, so dass das kartesische Produkt in diesem

Falle durch die Flache eines Rechtecks dargestellt wird.

9 Siehe: kartesisches Produkt (Flache).ggb
91 An dieser Stelle sei auf unterschiedliche Schreibweisen hingewiesen: In GeoGebra wird bei der
Zahldarstellung statt eines Kommas ein Punkt verwendet. Excel hingegen nutzt ein Komma.
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4.12 Russellsche Antinomie *)

Fir besonders interessierte Personen soll an dieser Stelle nicht unerwahnt bleiben, dass die
Mengendefinition nach Cantor (siehe S. 88) zu Problemen fiihren kann. Russel formulierte
1918:

»Man kann einen Barbier als einen definieren, der all jene und nur jene rasiert, die sich nicht
selbst rasieren.”

Nimmt man als Grundmenge z.B. alle Einwohner eines Dorfes, in welchem es genau einen
Barbier gibt. Nun moéchte man die Menge M definieren, in welcher nur der Barbier enthalten
ist.

Dies versucht man folgendermaRen:

M = {x | x rasiert all jene und nur jene, die sich nicht selbst rasieren.}

Die Frage ist: ,Rasiert der Barbier sich selbst?“??
Folgende Falle scheinen moglich:

1. Fall: Der Barbier rasiert sich selbst.
(Dies ergibt jedoch einen Widerspruch, denn, wenn der Barbier sich selbst rasieren
wirde, ware er kein Barbier. Der Barbier rasiert schlieBlich nur diejenigen, die sich
nicht selbst rasieren.)

2. Fall: Der Barbier rasiert sich nicht selbst.
(Dies ergibt auch einen Widerspruch, denn, wenn der Barbier sich nicht selbst
rasieren wiirde, wiirde er vom Barbier rasiert werden, weil dieser alle rasiert, die
sich nicht selbst rasieren.)

Diese Widerspriichlichkeit wird als Russellsche Antinomie®® bezeichnet.

Die Darstellung der Menge M

M = {x | x rasiert all jene und nur jene, die sich nicht selbst rasieren.}
wird abstrakt auch so vorgenommen:

M={x | xé&x}

Diese wird dann als Russellsche Klasse oder ,,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als
Element enthalten” bezeichnet.

92 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Barbier-Paradoxon
93 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Russellsche Antinomie
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4,12.1 Vermeidung der Russellschen Antinomie *)

Nach Lehmann / Schulz kann die Russellsche Antinomie folgendermaRen vermieden werden:

"Bei der Bildung einer Menge M werden bestimmte Individuen (Elemente) x, vy, ... aus einem
gegebenen Grundbereich zu dieser Menge M (Menge erster Stufe) zusammengefasst.
Mengen (erster Stufe) M, N, ... kdnnen nun ihrerseits wieder als Objekte zu einer neuen
Menge 0 zusammengefasst werden. Eine solche Menge W00 (Menge zweiter Stufe) nennt
man ein Mengensystem. Dieser Prozess der Mengenbildung lasst sich fortsetzen. Die nachste
Stufe, also eine Menge von Mengensystemen 00, T, ..., nennt man dann eine
Mengenfamilie u (Menge dritter Stufe)."

"Beachtet man, dass in einer Menge M stets nur Individuen (als Elemente), in einem
Mengensystem U0 stets nur Mengen (als Elemente) und in einer Mengenfamilie pu stets nur
Mengensysteme (als Elemente) usw. vorkommen, also die Mengenbildung in dieser Weise
eingeschrankt wird, kann es zu keinen Widerspriichen, den sogenannten Antinomien
kommen."9

In diesem Skript soll dieser Hinweis beachtet werden, sodass auf der Mengendefinition nach
Cantor (siehe S. 88) aufgebaut werden kann und Falle, in denen die Russellsche Antinomie
eine Rolle spielen kdnnte, umgangen werden.

% Aus: Lehmann, 1. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 12
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5 Relationen

Es gibt verschiedene Arten von Relationen®. Stehen zwei mathematische Objekte in Relation
zueinander, dann gilt fiir sie eine gewisse Beziehung.

Beispiel:
Man betrachte die ,,ist kleiner als“-Relation (Zeichen: ,<“).

Es gilt:

5 <7 (wahre Aussage)
Es gilt nicht: 7 < 5

(falsche Aussage)
Dies lasst sich folgendermaRen schreiben:

(5,7) e<
(7,5 ¢ <

Eine solche Schreibweise wird erst dann verstandlich, wenn man erkennt, dass sich hinter
,<" eine Teilmenge des kartesischen Produkts verbirgt. Denn die ,,<“-Relation lasst sich
z.B. in N wie folgt definieren:

<= {@nlxyeNn \[ y=x+n}
neN\{0}

Die ,<“-Relation ist also die Menge aller Paare (x, y), fur die gilt, dass immer eine
naturliche Zahl n # 0 existiert, so dass gilt: y = x + n.

(Es muss immer noch eine natirliche Zahl # 0 zu x dazu addiert werden, um y zu
erhalten, wenn x < y ist.)

Eine Relation lasst sich also dadurch definieren, indem man angibt, welche Paare in dieser
Relation enthalten sind. Hieraus ergibt sich nachfolgende Definition.

5.1 Zweistellige Relation

R ist eine zweistellige Relation zwischen X und Y genau dann, wenn R eine Teilmenge des
kartesischen Produktes X X Y ist.%®

In Zeichen: RECX xY

9 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Relation (Mathematik)
% Siehe: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 54
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6 Funktionen

Funktionen sind Relationen, flir die eine bestimmte Eigenschaft gilt. Dies soll an einem
Beispiel erlautert werden:

Auf Seite 110 wurde naher auf die ,,ist kleiner als“-Relation (Zeichen:,, <) eingegangen. Es
gilt z.B.

5<7

5<8

5<9

5<10
usw.

Die 5 steht demnach hinsichtlich ,<“ zu unendlich vielen Zahlen in Relation.

Es sollen nun spezielle Arten von Relationen betrachtet werden. Z.B. kann man auch die
Anzahl von Apfeln und ihren Preis in Relation setzen. Man nehme an, ein Bio-Apfel kostet
1,60 €. Nennen wir diese Relation , kosten”, so ergeben sich folgende Beziehungen:

3  Apfel  kosten 4,80 €

4 Apfel kosten 6,40 €

5 Apfel  kosten 8,00 €

6 Apfel kosten 9,60 €

7  Apfel  kosten 11,20 €
usw.

Die 5 steht demnach hinsichtlich ,kosten” nur zur 8,00 in Relation. Man spricht daher von
einer rechtseindeutigen Relation. (Auf der rechten Seite von der 5 diirfen keine anderen
Werte stehen.)

Rechtseindeutige Relationen nennt man Funktionen.

Ubung: Trainieren Sie lhre Excel-Kenntnisse und stellen Sie obige Preistabelle unter
Zuhilfenahme von Formeln®’ und absolutem® Zellbezug dar. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis.®?

97 Siehe. Verwenden von Zellbeziigen in einer Formel
98 Siehe: Wechseln zwischen relativen, absoluten und gemischten Beziigen
% Siehe: Apfelkosten.xlsx
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6.1 Schultypische Definition

In der Schule spielt der Relationsbegriff eine untergeordnete Rolle. Daher wird dort eine
Funktion wie folgt definiert:

Eine Funktion (oder Abbildung!®) f von X in Y ist eine Vorschrift, die jedem Element x aus
X eindeutig ein Element y aus Y zuordnet.

6.2 Bezeichnungen und Schreibweisen

Hinsichtlich des Bio-Apfel-Beispiels wird die Relation , kosten” nun in die Funktion , f“
umbenannt, und es soll folgender Ausdruck verwendet und erlautert werden:

(X > fx)cy
f'{x P fx)=16-x=y

Sprechweise
»f ist eine Funktion von X in Y (bzw. von X auf f (X)). Hierbei wird jedem Element x aus

dem Definitionsbereich genau ein Element f(x) aus dem Wertebereich zugeordnet (bzw.
jedes x wird auf genau ein f(x) abgebildet), wobei f (x) mithilfe der Funktionsgleichung
f(x) = 1,6x berechnet wird. Statt f(x) schreibt man auch y.“

Begriffsklarungen

Zeichen Begriff Hinweis
f Funktionsname f(x) ist nicht f !
_ N . Menge mit genau den Elementen, unter
X (=D{) Definitionsbereich denen die Funktion definiert ist.
X Argument Element des Definitionsbereichs
) Wert, auf den x abgebildet (bzw. der x
= Funk
fa)=y unktionswert zugeordnet) wird.
fx)=16-x Funktionsgleichung | Berechnung der Funktionswerte
£00) Wertebereich Menge aller Funktionswerte (Menge,

auf'%! die abgebildet wird)

Y Wertevorrat Menge, in die abgebildet wird

x » f(x)=1,6-x | Funktionsvorschrift | In der Schule uniblich

Kurzform: ,Die Funktion f mit f(x) = ...“

100 Nach: Heuser, H.: Lehrbuch der Analysis, 1991, S. 104
101 Sjehe: Siehe: Raudies, M.: Grundbegriffe der Mathematik, 2017, S. 55
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6.3 Wahl des Definitionsbereichs

Abhangig vom Sachverhalt ist bei einer Funktion f der Definitionsbereich D (f) zu wahlen.
Fir das Bio-Apfel-Beispiel gilt D(f) = N, da einzelne Apfel verkauft werden. Wiirde man die
Apfel in kg angeben, kénnten auch die positiven reellen Zahlen gewahlt werden.

Meistens geht man in der Schule unausgesprochen davon aus, dass es sich um eine Funktion
von R in R handelt, sofern dies sinnvoll ist und es keine Definitionsliicken gibt.

Beispiel:

Die Funktion f mit f(x) = i kann nur fir alle reellen Zahlen ungleich 0 definiert werden,

da durch 0 nicht dividiert werden darf.

D(f) = R\ {0}

6.4 Darstellungen von Funktionen

Es gibt z.B. folgende Darstellungsmoglichkeiten:

a) Verbale Darstellung

,Jedem x wird das 1,6-Fache seines Wertes zugeordnet.”

b) Funktionsgleichung
f(x)=16-x

c) Wertetabelle0?

X f(x) oder X -3,1 /05| 0 1,2 | 5
3,1 (f( -3,2 )= 1,6 - (-3,1) = -4,96 f(x) |-496| 08| 0 |1,92| 8
o5 |f( 05 )= 16 - 05 = 0,8

o fft 0 )= 16- 0 = 0
1,2 [f( 1,2 )= 1,6 - 1,2 1,92
5 |f( 5 )= 16 - 5

I}
oo

Statt ,f(5) = 1,6 - 5 = 8 schreibt man meist nur ,8“. Fiir Schiilerinnen und Schiler ist es
jedoch hilfreich, wenn erkennbar ist, wie die ,,8“ entstanden ist.

Eine Wertetabelle ist meist eine unvollstindige Darstellung, wenn darin nicht alle x
aufgefuhrt werden, fiir die die Funktion definiert ist. So gibt es beispielsweise zwischen 0
und 0,5 noch unendlich viele weitere reelle Zahlen.

102 Sjehe: Wertetabelle.xIsx
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d) Funktionsgraph

Als Funktionsgraph oder kurz Graph einer Funktion f bezeichnet man die Menge aller
geordneten Paare (x, f(x) ) aus den Elementen x des Definitionsbereichs und den

zugehorigen Funktionswerten f(x). 103

Diese Paare kdonnen in der Zeichenebene interpretiert werden:

e (5,8)

o (4,6.4)

® (3,4.8)

e (2,32

e (1,1.6)

-1

0
-1

Handelt es sich um eine Funktion f von R in R, kann der Graph®* auch wie eine

,zusammenhingende Linie oder Kurve‘ aussehen (sofern die Funktion stetig0® ist):

Sprechweise: An der Stelle x = 1 besitzt die Funktion f den Funktionswert f (1) = 1,6.

103 Sjehe auch: https://de.wikipedia.org/wiki/Funktionsgraph

104 Sjehe: Funktionsgraph.ggb

105 Gjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Stetige Funktion
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6.5 Umkehrfunktionen

Statt einer Definition soll nur eine Eigenschaft einer Umkehrfunktion genannt werden:

Wendet man auf ein x die Funktion f an, so erhdlt man f(x). Wendet man auf f(x) (falls
sie existiert) die Umkehrfunktion f~1 an, erhalt man wieder x.

) =x

Beispiel: Die Funktion f und ihre Umkehrfunktion f~* seien gegeben durch:
f(x) =3x und f"l(x)zéx

Man wahle x = 2. Dannist f(2) =3-2 =6.

Wendet man auf die 6 nun f 1 an, ergibt sich:

fE) =16=2

w |-

Man hat also wieder den Ausgangswert 2 erhalten. Hierzu kann man sich die
Funktionsgraphen von f und Funktionen f und f ~! anschauen?°®:

Der Graph der Umkehrfunktion f‘1 entsteht, indem man alle Punkte auf dem Graph der
Funktion f an der Ursprungsgeraden (mit der Steigung 1) spiegelt. So wird z.B. der Punkt
(2, 6) nach der Spiegelung zum Punkt (6, 2).

Nur bijektive'®” (oder eineindeutige) Funktionen besitzen eine Umkehrfunktion%. Fir das
vertiefende Studium sei auf Lehmann / Schulz verwiesen1®,

106 Sjehe: Umkehrfunktion.ggb

107 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Bijektive Funktion#Definition

108 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Umkehrfunktion

109 Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 128
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7 Eine Auswahl schulrelevanter Funktionen

Im Folgenden soll nur ein kurzer Uberblick gegeben werden. Zur Vertiefung wird eine

Recherche in den Quellenangaben empfohlen. Alle GeoGebra- und Excel-Dateien lassen sich

zur Ubung mit anderen Zahlen versehen und weiterbearbeiten.

7.1 Proportionale Funktionen110

fx)=m-x

Eine proportionale Funktion f besitzt folgende Funktionsgleichung:

Hierbei wird m als Proportionalitéitsfaktor bezeichnet.

Hinweise:

Es ist auch die Darstellung y = m - x moglich!L.

Es gilt fir alle x # 0 und die dazugehorigen f(x) bzw. y:

_f)
m =22

bzw.

m =

Y
X

Diese Eigenschaft bezeichnet man als Quotientengleichheit!. Erstellt man fur die

Funktion f mit der Funktionsgleichung

fx)=16-x

fir ausgewahlte x eine Wertetabelle, wird dies bestatigt:

X 1 2 3 4 5
f(x) 1,6 3,2 4,8 6,4 8
m=f(x):x | 1,6:1=16 | 3,2:2=16 | 48:3=1,6 | 6,4:4=16 | 8:5=1,6

Der Graph einer proportionalen Funktion ist eine Gerade durch den Ursprung (0|0).

Der Proportionalitatsfaktor m gibt die Steigung dieser Geraden an.

Die Steigung einer Geraden kann man mithilfe eines Steigungsdreiecks und des

Differenzenquotienten ermitteln.

110 https://de.wikipedia.org/wiki/Proportionalit%C3%A4t#Mathematische Definition

11 \Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, 2015, S. 74

112 sjehe auch: Verhiltnisgleichungen, S. 227
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a) Veranschaulichung Steigungsdreieck und Differenzenquotient!3

---------

Ay =3.2

Ax =2

_ Jlx2) = fla)

s — I

1.6

113 Sjehe: Steigungsdreieck und Differenzenquotient.ggb
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b) Beispiel Bio-Apfelll4

4 Bio-Apfel kosten 6,40 €. Wieviel kosten 3 Bio-Apfel?11>

~ Funktion 8y m=16
-@ f(x) = L.6x ; RRRAREE nnn
Punkt A(4 | 6.4)
~® A(4]6.4) 6
@ B(1]1.6) ]
-® C(3]4.8) C(3 ] 4.8)
- Zahl 4
e m=16
3
2
B(1] 1.6)
1
f X
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Lésung mit dem Dreisatz*1®:
Dreisatz (proportional)
4 Apfel kosten 6,40€ (siehe Punkt A).
Anzahl Preisin €
1 Apfel kostet 1,60€ (siehe Punkt B). e s
3 Apfel kosten 4,80€ (siehe Punkt C). C a 6,4
14
Losung mit einer Funktionsgleichung: 1 1,6
f(3)=16-3=48 : 3C
3 4,8

114 proportionale Funktion.ggb

115 Zu sehen ist der Graph einer Funktion f:R , — R . Fir das Bio-Apfel-Beispiel nutzen wir davon nur die

Punkte mit einer x-Koordinate, die Element der natlrlichen Zahlen ist.
116 Sjehe: Dreisatz (proportional).xIsx
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c) Beispiel Prozentrechnung!!’

Berechnen Sie den Prozentwert W (Grundwert G = 295 und Prozentsatz p% = 75%)!

Berechnung tiber die Formel!18:

Geg.: Prozentsatz: p% = 75,00%
Grundwert: G= 295,00
Ges.: Prozentwert: W
Ansatz: W=0G"-p%
Rechnung: W= 29500 - 75,000 = 221,25

Berechnung mit dem Dreisatz:

295,00 = 100,00% | ;100
2,95 = 1,0000% | - 75,00
221,25 £ 75,00%

Darstellung mit einer proportionalen Funktion!:

Funktion o o0 |W G =295
o W = 205. " _ —_—
® W(p) 100 =
®
400
(0 | 221.25)
7 b atabiatekatah el de Sl :
(7510 p
0 20 40 60 80 100

Der Prozentwert verhilt sich bei festem Grundwert proportional zum Prozentsatz.

117 Wichtig: ,%“ bedeutet ,1/100“.
118 Sjehe: Prozentrechnung.xlsx
119 Sjehe: proportionale Funktion - Prozentwert.ggb

-119 -




7.2 Antiproportionale Funktionen20

Eine antiproportionale Funktion f besitzt folgende Funktionsgleichung:

fx)=m- (x #0)

Hierbei wird m als Proportionalitétsfaktor bezeichnet.

Hinweise:

e Esistauch die Darstellung y =m % (x #0) moglich*.

e Esgilt flr alle x und die dazugehdrigen f(x) bzw. y:
m=f(x)x bzw.

Diese Eigenschaft bezeichnet man als Produktgleichheit. Erstellt man fir die Funktion
f mit der Funktionsgleichung

F@) =162

fir ausgewahlte x eine Wertetabelle, wird dies bestatigt:

X 1 2 3 4
() 1,6 0,8 ~ 0,533 0,4
m = f(x) - x 1,6-1=1,6 08-2=16 |0533-3~1,6| 04-4=1,6

e Der Graph einer antiproportionalen Funktion ist eine Hyperbel.

120 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Reziproke Proportionalit%C3%A4t
121 Gjehe: Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, 2015, S. 77
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Beispiell22: 4 Kinder wollen sich zusammen einen Bio-Apfel kaufen. Jedes Kind zahlt 0,4 €.

Wieviel wiirde jedes Kind zahlen, wenn sich nur noch 3 Kinder beteiligen wollten?

Funktion aly
1
-® f =1.6.—
(x) -
Punkt 3
-® A(4]0.4)
® B(1]1.6)
~@ C(3]0.53) )
Zahl
®m=1.6
1
0

Lésung mit dem Dreisatz!?3:

4 Kinder zahlen jeweils 0,40€ (siehe A).
1 Kind zahlt 1,60€ (siehe B).
3 Kinder zahlen jeweils 0,53€ (siehe C).

Losung mit einer Funktionsgleichung:

f(3) =16 ~ 0,53

W=

C
C

Dreisatz (antiproportional)

Anzahl Preisin €
4 0,4
1 1,6
3 0,53333333

D
D

122 Sjehe: antiproportionale Funktion.ggb
123 Sjehe: Dreisatz (antiproportional).xlsx
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Ubung!?*: Familie Neumann hat ein neues Auto gekauft. Fiir den Benzinverbrauch sind in
den Fahrzeugpapieren Richtwerte angegeben.

Bei einer Geschwindigkeit von 120 km/h reicht eine Tankfullung etwa 900 km. Wie viel
Kilometer konnen die Neumanns jeweils bei den angegebenen Geschwindigkeiten mit einer
Tankfillung zuriicklegen?

Benzinverbrauch: 8,2 | pro 100 km bei Tempo 60
7,8 | pro 100 km bei Tempo 100

8,0 | pro 100 km bei Tempo 120
8,3 | pro 100 km bei Tempo 140

124 Sjehe Ubungsaufgaben von Cornelsen im Ordner Ubungsaufgaben auf Schulniveau
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Dreisatz (antiproportional)

Verbrauch in If/km | Strecke inkm
0,08 ] S00
0,08 0,08
1 72
- 0,082 C ) 0,082
0,082 878,0457805
Funktion 1400l m=72
1 @
® f(x) =72.-=,
X x =10.08
Punkt 12000 | N e—t— —
® P(0.08 | 900)
-® a=0.08 VSN EEEEERARERA RN P(0.08 | 900)

O®m=72 |
800 i
600 :
400
200 .

X x
0 002 004 006 .08 012 014 016  0.18

125 sjehe: , Dreisatz (antiproportional) Tankfiillung.xlsx“ und ,Kilometer mit Tankfiillung.ggb”
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7.2.1 Ubungsaufgaben auf Schulniveau

Ubungen:

Nutzen Sie bitte den Ordner ,Proportionale und antiproportionale Funktionen

(heranfiihrende Ubungsaufgaben auf Schulniveau)”.
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7.3 Lineare Funktionen

Eine lineare Funktion26:1?7 besitzt folgende Funktionsgleichung:

fx)=m-x+n

Ubung:

Stellen Sie mithilfe von GeoGebra die Funktion f mit obiger Funktionsgleichung dar. Nutzen
Sie daflir die Schieberegler.

1. Welche Bedeutung haben die Parameter m und n?
2. Berechnen Sie, an welcher Stelle der Graph die x-Achse schneidet.
3. Geben Sie eine weitere Funktionsgleichungein: g(x) =q-x+r

4. Wahlen Sie fiir m=-0,2, n=2, g=1 und r=-4 und bestimmen Sie rechnerisch den
Schnittpunkt S der Graphen von f und g.

126 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare Funktion
127 Sjehe: Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, 2015, S. 85
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Funktion

@ f(x) = —0.2x+2
eogx)=1x—4

Punkt

@ S=(51)

Zahl

O m=-02

en=2
@ q=1
-®r=-4

Hinweis: Aus zeitlichen Griinden war es mir bisher leider nicht moglich, das Skript an dieser
Stelle zu vervollstandigen. Stattdessen sei auf folgende Links verwiesen:

e Lineare Funktion

@)

O O O O O

Graph
Bestimmung des Funktionsterms aus zwei Punkten (siehe auch S. 128)
Funktionsgleichung

Achsenschnittpunkte

Steigung
Funktionsgleichung aufstellen

Schnittpunkt zweier Geraden
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https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Funktion#Bestimmung_des_Funktionsterms_aus_zwei_Punkten
https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Funktion#Funktionsgleichung
https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Funktion#Achsenschnittpunkte
https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Funktion#Steigung
https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Funktion#Funktionsgleichung_aufstellen
https://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Funktion#Schnittpunkt_zweier_Geraden

a) Beispiel Bio-Apfel

Es gibt 3 Méglichkeiten, Bio-Apfel zu kaufen:

1. Im Onlinehandel kostet das Stlick 1,60 €.

2. Beim Bauern G darf man das Stlick fur 0,8 € pfllicken, zahlt aber 2 € Eintritt.

3. Der Nachbar H verkauft das Sttick fiir 50 Cent, verlangt aber eine Grundgebihr von 4 €.

Frage: Wann ist welches Angebot am giinstigsten?

®n=0 Y m=16 n=0/
®m=1.6 12 o o
® f(x) = 1.6x . m>=05 n,=2-"
®m =038 10 = =
: BESELSsL/cH Ny 3
®n-= )
® g(x) = 0.8x+2 B(6.67 | 7.33)
[ m3=0.5 6
®n=4
® A(2.5|4)
® B(6.67 | 7.33) 29
f X
2 4 6 8 10 12 14
Ubung:

Beantworten Sie die Aufgabe mit Hilfe obiger Abbildung. Finden Sie danach auch

rechnerische Losungsansatze und ermitteln Sie die Ergebnisse ,,per Hand”.

Hinweis:

Lineare Funktionen lassen sich auf ganz R definieren. Dies war fiir dieses Beispiel jedoch

nicht sinnvoll. Auch kann die Steigung m nattrlich negativ sein.

128 Sjehe: lineare Funktionen (Aufgabe).ggb
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b) Erstellung einer Geradengleichung aus 2 gegebenen Punkten

Beispiel?*: Geg.: Punkt A [—4 | 2 ]
PunktB [ 6 | -1 ]
Ges.: Geradengleichung (lineare Funktionsgleichung)
fixk) = m - x + n

1. Steigung bestimmen:

Ansatz: m = = = =

2. Gegebenen Punkt (z.B. A) einsetzen:

3
Ansatz: flx) = X + n
-10
3
2 = [-4] + n
-10
n = 08
Veranschaulichung in GeoGebra®30:

- Gerade X_ = -4 y X, =6
@ fy=-03x+08 U | | —e
Punkt | | %_2 T

@

..... ® A= (_4, 2)

..... ®B= (6, _1)

Zahl

..... @ X = -

..... @ X =

..... @ y. =

..... @ y, =-

129 Sjehe: Geradengleichung (2 Punkte), Umwandlung allg. Form in Scheitelpunktform, pg-Formel.xlsx
130 Sjehe: Geradengleichung aus zwei Punkten erstellen.ggb
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c) Alternative Darstellung einer Geraden im Koordinatensystem

Ubung:
Die Gerade g verlduft durch die Punkte A und B (siehe Abbildung).

- Gerade 41y
o . g: _x+2y=4 B
- Punkt :
..... ® A= (_2= 1)
i ® B= (4, 4) A
1
X
3 -2 10 1 2 3 4 5
-1
-2

Warum kann man die Gerade g mit Hilfe der Gleichung —x + 2y = 4 beschreiben?
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- Gerade 41y /
...... 'S, g: =X + 2y =4 B
~ Punkt !
..... ® A= (_2, 1) .
‘@ B= (4, 4) )/
x\
7 6 5~ 4 3 2 10 2 3 4 5
g 1
L~ .

Man weiR, dass die Funktionsgleichung die Form g(x) = mx + n besitzt.

Aus den Punkten A und B ermittelt man per Differenzenquotient die Steigung m der
Geraden:

_Y17Y2 _ 1-4

X1—X3 —2-4 -6 2

-3 1

m =0,5

Es ergibt sich:
gx)=05x+n

Nun setzt man die Koordinaten eines Punktes, z.B. von Punkt A ein
1=05-(-2)+n © n=2

und erhalt:
gx)=05x+2

Es lasst sich g(x) durch y ersetzen:
y=0,5x+2

Diese Gleichung ist dquivalent zur Gleichung —x + 2y = 4, wie man leicht zeigt:
—x+2y =4 | +x

& 2y=x+4 |: 2

& y=05x+2
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d) Punktprobe

Beispiel:

Uberpriifen Sie rechnerisch, ob die Punkte P und Q auf der Geraden g liegen.

- Gerade

@ g y=01x+2
- Punkt

@ P=(4,2.41)
-® Q=(3.1,2.31)

4

A
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Losung:

Man setzt die Koordinaten der Punkte in die Geradengleichung ein und iberpriift, ob eine
wahre Aussage entsteht.

Punkt P:

241+01-44+2=24
Der Punkt P liegt demnach nicht auf der Geraden g.

Punkt Q:

231=01-31+2=031+2=231
Der Punkt Q liegt demnach auf der Geraden g.
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e) Verschieben einer Geraden

Ubung:

Eine Gerade ist gegeben durch den Graphen der Funktion f:

Funktion 35|
-® f(x) =2x+0.5
Zahl i
25

2

1. Durch Verschiebung der Gerade um eine Einheit in y-Achsenrichtung erhdlt man den
Graphen der Funktion h. Ermitteln Sie die Funktionsgleichung.

2. Durch Verschiebung der Gerade um eine Einheit in x-Achsenrichtung erhalt man den
Graphen der Funktion g. Ermitteln Sie die Funktionsgleichung.
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: Funktion 3y
@ f(x) =2x+0.5
@ g(x) =2(x—1)+05 =3
“® h(x) =2x+05+1 2
Zahl
X
-25 -2 05/ 1 15 2 25 3 35
g

7.3.1 Ubungsaufgaben auf Schulniveau

Ubungen:

Nutzen Sie bitte den Ordner , Lineare Funktionen (heranfiihrende Ubungsaufgaben auf

Schulniveau)”
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7.4 Quadratische Funktionen

a) Vorbetrachtungen

Der Graph einer Funktion f mit f (x) = x? wird als Normalparabel bezeichnet und sieht
folgendermalien aus:

Funktion f y
..... . f(x) —_ xz 4
3
2
1
X
6 5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 &
-1
-2
-3
-4
Eine Verschiebung des Scheitelpunktes parallel zur y-Achse erreicht man durch Addition
eines Wertes y; :
Funktion =2 f
2 : é T s
- Zahl 3
. ys - _2 3
1
X
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Eine Verschiebung des Scheitelpunktes parallel zur x-Achse erreicht man durch den

Parameter x;:

- Funktion

@ f(x) = (x—1)>—2
Zahl

. X; =1

. ys =.2

X
—6—5—4—3—2—1\123456
-1
-2
-3
Eine Streckung/Stauchung/Spiegelung erreicht man durch den Parameter a:
Funktion foly
4
@ f(x) =2(x—1)*-2
-~ Zahl 3
X
10 1 3 5
-1
-2
-3
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b) Allgemeine Form und Scheitelpunktform

Wir betrachten vorerst zwei Formen von quadratischen Funktionsgleichungen:

Allgemeine Form?!3!: Scheitelpunktform?®32;

fx)=ax?*+bx+c (a#0) fx) =al(x—x)%+y, (a+0)

Beispiel: Die Funktion f; liegt in der allgemeinen Form

fikx) =ax*+bx+c (a=0,5b=-3;c=1)

und die Funktion f, in der Scheitelpunktform

folx) =a(x—x)%*+y, (=05 x3= —1; y, = —4) vor'*,

Betrachten Sie die Parameter!34 a, b, ¢, xs und ys und welche Rolle sie hinsichtlich des
Graphen der jeweiligen Funktion spielen.

- Funktion a=05 B4y
-® fi(x) =05x* —3x+1 d

@ fr(x) = 0.5(x+1)°—4

Gerade
; e 0|1
@ ty=-3x+1 C'J 1§|)

Punkt

~-@ A(0| 1)

® S (3]-3.9)
- @ S,(-1] -4)

Zanhl
~-® a=0.5
. b - _3
®c=1 82(-1 | _4‘;
. x; = _1 5
-@ y. = -4

$4(31-35)

Bedeutung der Parameter:

a: Streckung/Stauchung/Spiegelung

b: Parabelsteigung im Schnittpunkt mit der y-Achse / negative x-Koordinate des S.-Punkts
c: y-Koordinate des Schnittpunkt der Parabel mit der y-Achse

Xs: Xx-Koordinate des Scheitelpunkts

¥s: y-Koordinate des Scheitelpunkts

131 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische Funktion#Allgemeine quadratische Funktion
132 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische Funktion#Scheitelpunkt

133 Sjehe: allgemeine Form und Scheitelpunktform.ggb

134 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische Funktion#Parameter a
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In obigem Bespiel gilt offensichtlich, dass f; (x) # f,(x) ist. Dies muss jedoch nicht

zwangslaufig so sein: Es ist moglich, die Parameter so zu wahlen, dass die allgemeine Form

und die Scheitelpunktform dieselbe Funktion darstellen, d.h. dass die Funktionsgraphen von

f1 und f, identisch sind.

c) Umwandlung von der Scheitelpunktform in die allgemeine Form

Beispiel:

Eine quadratische Funktion f liegt in der Scheitelpunktform vor:
f(x) =05(x+1)>—4

Diese soll in die allgemeine Form berfihrt werden.

Dies erreicht man durch Ausmultiplizieren des Funktionsterms:

bin.Formel

05x+1)?—-4 = 05(x*+2x-1+1?)—4=0,5x2+x+05—4

=0,5x?4+x—3,5

Die allgemeine Form der quadratischen Funktion f ist also:
f(x) =0,5x%+x—3,5

GeoGebra bestatigt dies!3:

: Funktion

. fi(x) = 05x>+1x—3.5

@ fy(x) = 0.5(x+1)>—4
Gerade

Lot y=x-3.5
Punkt

® A(0 | -3.5)
Zahl
-® a=0.5
-® b=1
-®c=-3.5
®x =-1
@ ys =-4

1¢/2

(0]-3.5)

Es ist auch moglich, eine Umwandlung von der allgemeinen Form in die Scheitelpunktform

vorzunehmen. Hierfir bendtigt man jedoch die quadratische Ergéinzung.

135 Sjehe: allgemeine und Scheitelpunktform (identisch).ggb
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d) Quadratische Ergdnzung?3®.

ZumTerm x%+p-x heifit der Term (

. - .29 B (BY Py’
Es gilt aufgrund der binomischen Formeln : X+ 2 zx + (2) (X+2)
Beispiel: 2
[ ] Rechnungen ausblenden 9
2 2 2
9 6 9 9 3 9
Die quadratische Erganzung zu X + — x st |- = |- =l =|—|= —.
6 2 6 2 12 4 16
9 9 9 9
Es gilt demnach: XX+ - X = T O
6 6 16 16
2
3 9
= X + —_— S —
4 16

136 Siehe: Geradengleichung (2 Punkte), Umwandlung allg. Form in Scheitelpunktform, pg-Formel.xlsx
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Ubung:

ZumTerm x*+4+p-x heilst der Term

Es gilt aufgrund der binomischen Formeln :

Beispiel:
Rechnungen ausblendan

Die quadratische Erganzung zu

Es gilt demnach:

1
2+ — X

3

1
2+ — X

3

- 140 -




ZumTerm x?+p-x heildt der Term

Es gilt aufgrund der binomischen Formeln :

Beispiel:
[ ] Rechnungen ausblendzn

Die quadratische Erganzung zu

Es gilt demnach:

—_
[ )y

P

x*+ 2.-x + (5)2 =(x+

2

1

X + - X
3 | ]
1

¥ +— X
3

die quadratische Erganzung .

1
3 2
1
- X
3
1
6

1

36

36
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e) Umwandlung von der allgemeinen Form in die Scheitelpunktform 37

1 1 -7
allgemeine Form: fx) = - o i e SR+ - Faktor vor x* ausklammern
2 1 2
1 2 1 2 7
flx)= ------ S C X 4 e zusammenfassen
2 \_ 1 1 1 2
1 2 7
fx) = ------ B I SR F e quadratische Erganzung addieren und subtrahieren
2 \_ 1 1
2
1 2 4 4 -7 1 2 4 -7
fix)= -—-——- R —— SX F mm——— - - R = - X 4 - - ———- + -
2 1 4 4 1 2 2 4 1
I\. J|
2 |
1 2 -4 .
Scheitelpunktform: fix)= --—-- X+ - + wurde durch bin.
5 5 1 Formel erzeugt

137 Siehe: Geradengleichung (2 Punkte), Umwandlung allg. Form in Scheitelpunktform, pg-Formel.xlsx
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Ubung:

allgemeine Form: flx)= —— - x

Scheitelpunktform:

Scheitelpunktform:

Faktor vor x2 ausklammern

zusammenfassen

quadratische Ergdnzung addieren und subtrahieren

I

wurde durch bin.
Formel erzeugt
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allgemeine Form:

Scheitelpunktform:

Scheitelpunktform:

flx) =

oI

1/8

112

512

Faktor vor x? ausklammern

1 1
...... N zusammenfassen
2 4
quadratische Erganzung addieren und subtrahieren
2
1 1 2 1 1 1 2
------ + = ' S— B o I —
64 8 1 8 64 8 1
Il ‘I
[
wurde durch bin.
Formel erzeugt
7/32
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f) Nullstellen einer quadratischen Funktion

Die Nullstellen einer Funktion f sind die x-Werte, fir die gilt: f(x) = 0.

Beispiel'38:

Sei eine Funktion f mit f(x) = 0,5x? + 2x — 1 gegeben. GeoGebra stellt diese
folgendermalien dar:

_ Funktion 3=05 f 41y
@ f(x) = 05x*+2x—-1 |~ 1 .
~ Punkt b=2
@ N (-4.45]0) — T 2
~@ N,(0.45 | 0) c=-1 1
Zahl T T 4
N‘I Ny X

Per Ablesen erhalt man folgende Nullstellen:
x, = —4,45

x, = 0,45

Wichtiger Hinweis:
Die Nullstellen sind nur die x-Koordinaten der Schnittpunkte des Funktionsgraphen mit der x-
Achse. Eine Nullstelle ist also eine Zahl und kein Zahlenpaar.

Eine quadratische Funktion kann, abhangig von der Parabeloffnung (nach oben oder
unten) und der Lage des Scheitelpunktes (unterhalb, oberhalb oder genau auf der x-Achse)
e 2 Nullstellen besitzen
e 1 Nullstelle besitzen oder
e keine Nullstelle besitzen.

Die Nullstellen einer quadratischen Funktion berechnet man mit der Lésungsformel fir
quadratische Gleichungen (kurz: p-gq-Formel)!3°:

138 Sjehe: allgemeine Form (Nullstellen).ggb
139 Sjehe: Geradengleichung (2 Punkte), Umwandlung allg. Form in Scheitelpunktform, pg-Formel.xlsx
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g) p-g-Formel

Losungsformel zur Bestimmung der Nullstellen quadratischer Funktionen

fx) =

fx) =

f(x) =

X1

X3

2 =il
+ - X o+ - = 0
1 1
2 2 2 -1
+ . e X + - e = 0
1 1 1 1
4 -2
+ X + = 0
1 1
T T
P q
2 1
4 2
1 -2
+ | | e S
2 1
+ 2,449489743 = 0,449489743
- 2,449489743 = -4,449489743

D Rechnungen ausblenden

p/g-Formel ist noch nicht anwendbar, da vor dem x2 ein Faktor ungleich 1
steht. Also wird mit dem Reziproken des Faktors multipliziert.

zusammenfassen

Vorraussetzung fur p/g-Formel ist erfiillt.

Die Nullstellen der Funktion liegen, falls vorhanden (1), bei

X12 = _gi (E)z —q

2
1. Eall: @) —q <0 = Wurzel nicht definiert = keine Nullstellen

2
2. Fall: (g) —q=0 = genaueine Nullstelle

P 2
3. Fall: (E) —q>0 = genauzwei Nullstellen
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Ubung: Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktionen f, g und h.
Funktion

f(x) =x>+2x+3

g(x) = 2x* —x-2

h(x) = x*4+2x+41
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Losung (siehe auch https://youtu.be/AxyL9SNSzGM):

~ Funktion
Bde =2 4 ._'_1___' " 2 - p/g-Formel ist noch nicht anwendbar, da vor dem x* ein Faktor ungleich1 || - @ f(x) — X2+2X+3
1 1 1 steht. Also wird mit dem Reziproken des Faktors multipliziert. 2
@ g(x) =2x*—x—2
14 1 2 ausssmenentassen @ h(x) =x"4+2x+1
ﬂl) - xz & o —— X P we—— sesses =
2 1 2 1
1 1 !
fx) = e . Vorraussetzung fir p/q-Formel ist erfallt.
2 1
e e
P q
2 = 5
-1 -1 2 Die Nullstellen der Funktion liegen, folls vorhanden (!), bel
2 2 -1 P P\2
X" - 2 € == X2=-5% (i) —-q
2 2 1
1
2
x ¥ 025 + 1030776406 =  1,280776406 1. Fall: ('lz’) ~q<0 = Wurzel nicht definiert = keine Nullstellen
-2
2. Fall: (,_z,)z ~q=0 = genau eine Nullstelle
Xy X 025 - 1,030776406 = .0,780776406 o -3
3. Fall: (5) =q>0 = genau zwei Nullstellen
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h) Allgemeine Form, Scheitelpunktform und faktorisierte Form

Fir a # 0 gibt es neben der allgemeinen Form und Scheitelpunktform auch noch die

faktorisierte Form:

Allgemeine Form:

Scheitelpunktform:

Faktorisierte Form:

f(x) =ax*+bx+c

fx) = a(x —x5)% + ¥s

fx) = alx = x1)(x = x2)

Es konnen direkt abgelesen werden:

Schnittpunkt mit y-Achse:
(Olc)

Streckfaktor a

Scheitelpunkt:
(xs1ys)

Streckfaktor a

Nullstellen:
X, und X,

Streckfaktor a

Beispiel:

=0,5x24+0,5x — 6

GeoGebral® liefert:

Funktion
® f(x) =05(x—3)(x+4)

Zahl

'@ g(x) =05x>4+05(—3+4)x+0.5.3(—4)

Man liest die Nullstellen x; =3 und x, = —4 ab.

Sei eine Funktion f in der faktorisierten Form mit f(x) = 0,5(x — 3)(x + 4) gegeben.

Durch Ausmultiplizieren den Funktionsterms ergibt sich die allgemeine Form:

f(x)=05(x—-3)(x+4)=05(x%+4x —3x —12) = 0,5(x* + x — 12)

An dieser kann man erkennen, dass die y-Achse im Punkt (0| — 6) geschnitten wird.

140 sjehe faktorisierte Form.ggb
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7.4.1 Ubungsaufgaben auf Schulniveau

Bitte beachten Sie auch den Ordner ,,Quadratische Funktionen (heranfiihrende

Ubungsaufgaben auf Schulniveau)”

7.5 Ubungsaufgabe zu den linearen und quadratischen Funktionen

Es seien die Funktionen f, g, h und i gegeben durch:

e f(x)=-05(x+3)>—-55

e g(x)=-0,5x2+2x
e h(x)=-05x+2

e Der Graphvoni ist eine Gerade, die durch die Punkte A(-6|-4) und B(-2|4) verlauft.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von i sowie alle Nullstellen, alle Schnittpunkte und

die Scheitelpunkte der Parabeln.

Hinweis: Einige Losungswege kdnnen Sie sich Uber die Exceldatei ,Geradengleichung (2

Punkte), quadrat. Erg., Umwandlung allg. Form in Scheitelpunktform, pg-Formel.xIsx“

(siehe Skriptordner) generieren.

~ Funktion
@ f(x) = —0.5(x+3)>—5.5

~ Gerade

~@ iiy=2x+8
Punkt

----- ® A= (-6, -4)

----- ® B=(-24)

----- ® N, =(0,0)

----- ® N,=(4,0)

----- ® N =(4,0)

----- ® N =(-4,0)

..... ® P,=(-2, -6)

----- ® P .=(1,1.5)

----- ® P .=(40)

----- ® Q ,=(-24,3.2)

----- ® S =(-3,-5.5)

----- ® S =(22)

141 Sjehe: Ubungsaufgabe Funktionen.ggb
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7.6 Potenz- und Wurzelfunktionen

Eine Potenzfunktion f (mit natlirlichem Exponenten) besitzt folgende Funktionsgleichung:

Es seien exemplarisch folgende Funktionsgleichungen von Potenzfunktionen#? und ihren

f(x) =ax™ (n€eN)

Umkehrfunktionen, den Wurzelfunktionen43, betrachtet:

Potenzfunktion f

Umkehrfunktion f~1 =:g

fx) =x?

g(x) =Vx

flx) =x°

g(x) =Vx

Achtung: Die Umkehrfunktionen sind nur fiir x = 0 definiert, wobei der Graph im

1. Quadranten an der Winkelhalbierenden gespiegelt wird.

Funktion

® A=(3,09)
® A= (9, 3)
Zahl

Beispiel™*: f(x) =x? und g(x) = 3x

n=2 101Y
4 A
9'.. aw
8
71
6
51
41 A
Ky R T
. 1
. 1
2' . :
119 :
N .
-8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 X

-2

Man erkennt: £(3) =32 =9 und g(3%) = g(9) =39 = 3.

Wirde man die Umkehrfunktion auch fir x < 0 zulassen, wiirde gelten:
f(=3) = (—3)% = 9 und man kénnte aufgrund von Symmetrie-Eigenschaften denken, dass
gilt: g((=3)?) = g(9) = V9 = —3, wodurch g nicht eindeutig wére.

142 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Potenzfunktion

143 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Wurzel (Mathematik)

144 Sjehe: Potenz- und Wurzelfunktionen.ggb
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Beispiel: f(x) =x® und g(x) = Vx

GeoGebra-Ansicht:

Funktion n=3 y s
10' 1)
_____ . f(x) —_ x3 # o ’,,/
..... ® 5(x) = VX, a9
Punkt A
..... ® A= (2, 3) 61 ',’,
----- ® A'=(8,2) 9]
Zahl 4
..... - 3 : ,"
: n=3 I O A
a P i
—8—7—6—5—4—3—2—,;' 1)%345678910
A X=2
R °
o ff -3
Man erkennt: f(2) = 23 = 8 und g(23) = g(8) = V8 = 2.
Wirde man die Umkehrfunktion auch fir x < 0 zulassen, wiirde gelten:
f(=2) = (—2)3 = —8 und man kénnte aufgrund von Symmetrie-Eigenschaften denken,

dass gilt: g((—=2)3) = g(—=8) = Y-8 = —2.

Bemerkenswerterweise liefern sowohl (manche) Taschenrechner als auch GeoGebra fiir
V-8 als Ergebnis —2.

Hieraus konnte man jedoch schlussfolgern:

2= Y78 = (=8)F = (~8)s = ((—8)2)¢ = (645 = V64 = +2

Da offensichtlich —2 = +2 eine falsche Aussage ist, muss ein Fehler vorliegen:
Der Fehler ist, dass die 3. Wurzel aus einer negativen Zahl gezogen wird.

Fazit: Die n-te Wurzel ist nur fir nichtnegative Argumente definiert’*>. Eigentlich musste der

Taschenrechner nach der Eingabe von ¥/—8 eine Fehlermeldung generieren.

145 Dies gilt, solange man reelle Funktionen betrachtet.
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7.7 Exponential- und Logarithmusfunktionen *)

a) Vorbemerkungen zum Logarithmus

In der Gleichung

b* =y

ist b die Basis, x der Exponent, b* die Potenz und y der Potenzwert.

Beispiel:
Geg.: b=10,x =2
Ges.: y
Ansatz: b* =y
Rechnung: 102 =y
y = 100
Antwort: Der Wert der Potenz mit der Basis 10 und dem Exponenten 2 ist 100.
Beispiel:
Geg.: b =10,y =100
Ges.: x
Ansatz: b*¥ =y
Rechnung: 10* = 100
x =log 10(100) = 2
Antwort: Der Logarithmus von 100 zur Basis 10 ist 2.

In der Gleichung

b* =y

ist x der Logarithmus von y zur Basis b. Es gilt:

x = logy(y)
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b) Funktionen

Eine Exponentialfunktion f besitzt folgende Funktionsgleichung:

f(x)=b* (b€

)

Es seien exemplarisch folgende Funktionsgleichungen von Exponentialfunktionen'4® und

ihren Umkehrfunktionen, den Logarithmusfunktionen!*’, betrachtet:

Exponentialfunktion f

Umkehrfunktion f~1 =: g

f(x) =10*

g(x) = logyo(x) = log(x)

f(x) =¢e*

g(x) = loge(x) =1In (x)

Achtung: Die Umkehrfunktionen sind nur fir x > 0 definiert, wobei der Graph im
1. Quadranten an der Winkelhalbierenden gespiegelt wird.

Beispiel48:

Funktion
= 10*

Punkt
----- ® A=(1,10)
----- ® A'=(10,1)
Zahl

&

b=10
° 10
9
g
-
6
5
n
3
5
.
7 6 5 -4 -3 -2 -1
_1-
_2-
_3-

2 3 456 7 8 910

g

X=1

Man erkennt: f(1) = 10 = 10 und g(10!) = g(10) = log,,(10) = 1.

146 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Exponentialfunktion

147 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Logarithmus

148 Sjehe: Exponential- und Logarithmusfunktionen.ggb
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Beispiel'4°:

Funktion

Punkt

----- ® A=(1,2.72)
----- ® A'=(2.72,1)
- Zahl

@ X =

-
o

N W A 00 00 N 00 W

\

X

23 456 7 8 910

x=1

19 ®

Man erkennt: f(1) = el = e ~ 2,72 und g(e!) = g(e) = log.(e) = In(e) = 1.

Hierbei ist e eine ganz besondere Zahl, namlich die Eulersche Zahl**°. Die

Exponentialfunktion zur Basis e heil3t natiirliche Exponentialfunktion und der Logarithmus

zur Basis e heilRt nattiirlicher Logarithmus.

149 Sjehe: Exponential- und Logarithmusfunktionen (Basis e).ggb
150 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche Zahl
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8 Die Darstellung der natiirlichen Zahlen?!>!

8.1 ROmisches Zahlensystem (Additionssystem)

Folgende Zeichen werden eingefiihrt:

M

D C L X \Y I

1000

500 100 50 10 5 1

Es gelten folgende 4 Regeln'®%:

Regel 1 : Zuerst werden die Tausender notiert, falls sie vorkommen, dann ggf. die

Hunderter, dann ggf. die Zehner und zuletzt ggf. die Einer.

Regel 2 : Falls zu D noch Hunderter bzw. zu L noch Zehner bzw. zu V noch Einer

hinzugezahlt werden sollen, stehen diese rechts von D bzw. L bzw. V.

Regel 3 : Ein Zeichen |, X oder C darf nur von dem jeweils Flinf- oder Zehnfachen

abgezogen werden; man notiert das abzuziehende Zeichen dann unmittelbar
links vor dem zu vermindernden Zeichen.

Regel 4 : Unter Beachtung der ersten drei Regeln missen moglichst wenige Zeichen

verwendet werden.

Beispiele:

7
14
28
97

425
721

1260

1767

2437

2628

VI I = 2

XV XV = 18
XXVII L = 50
XCVII Lv = 55
CDXXV com = 403
DCCXXI DCCCLI = 851
MCCLX MCDLXIl = 1462
MDCCLXVII MDCVIlI = 1607
MMCDXXXVII MMCXXXIX = 2139
MMDCXXVIII MMDCLXXVIIl = 2678

151 Sjehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xlsx
152 pus: Padberg, F. / Biichter, A.: Einfiihrung Mathematik Primarstufe — Arithmetik, 2015, S. 27
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Ubungen:

8

20
35
82
159
845
1087
1831
2292
2588
3355

X

XVII

XXXVII
LXXXII
CCLXXVII
DCLXVIII
MCCCLXXIX
MDCLXXXIV
MMCCCIV
MMDCLIX
MMMCDXCVIII
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8.2 Stellenwertsysteme

8.2.1 Bezeichnungen und Schreibweisen

Im Dezimalsystem spricht man von der , FlinfunddreiBigtausendsechshundertsiebenundsechzig”
und schreibt:
35667 = [35667]9 = 3566717 = 35667 (1¢)

Sie besteht aus den (Grund)Ziffern 3-5-6-6-7. Die Basis (oder Grundzahl) ist 10.

Jede Ziffer vermittelt zwei Informationen:
1. Zahlenwert: Anzahl der Biindel der betreffenden Machtigkeit

2. Stellenwert: Machtigkeit des zugehorigen Blindels

Die Ziffer 5 stellt in obigem Beispiel fiinf (Zahlenwert) Tausender (Stellenwert) dar.
Den Stellenwert ermittelt man mit einer Stellenwerttafel.

Wahlt man eine andere Basis, andert sich die Anzahl der (Grund)Ziffern und die Machtigkeit der
Blindel.
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8.2.2  Stellenwertsysteme und Ziffern*>3

Name Basis Ziffern
Dualsystem 2 0 1
3 o 1 2
4 o 1 2 3
Quindrsystem 5 o 1 2 3 4
Senadrsystem 6 o 1 2 3 4 5
7 0O 1 2 3 4 5 6
Oktalsystem 8 o 1 2 3 4 5 6 7
9 o 1 2 3 4 5 6 7 8
Dezimalsystem 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
11 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A
Duodezimalsystem 12 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B
13 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C
14 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D
15 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E
Hexadezimalsystem 16 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F

153 Siehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xlsx
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8.2.3

Basis:

Basis:

Basis:

Basis:

Basis:

Biindelungen®>*

10

16

Potenz 2 8 2 7 2 °© 2 ° 2 4 23 2% 21 2°
Biindelung 65.536 o 16.384 o 4.096 o 1.024 o| 256 o| 64 o 16 o] 4 o] 1 e
Potenz 4 8 4’ 4 ° 4 ° 4 * 43 42 a4 a?®
Biindelung 390.625 o 78.125 o 15.625 o 3.125 o| 625 o| 125 | 25 | 5 | 1 e
Potenz 5 8 5 7 5 ° 5 ° 5 4 53 5251 50
Biindelung | 100.000.000 | 10.000.000 | 1.000.000 ¢| 100.000 o | 10.000 er|1.000 o [100 er|10 er| 1 er
Potenz 10 @ 10 ’ 10 © 10 ° 10 *| 10 *| 10 2|10 '|10 °
Biindelung | 4.294.967.296 | 268.435.456 o| 16.777.216 | 1.048.576 o | 65.536 er|4.096 o [256 er|16 er| 1 er
Potenz 16 ® 16 ’ 16 © 16 ° 16 *| 16 3| 16 2|16 |16 °

14 Siehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xlsx
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Ubung: Berechnen Sie die Biindelungen.

Bﬁndelung er er er er er er er er er
Potenz 2 ® 2’ 2 ° 2 ° 2 ° 2% 2% 2t 2°
Bﬁndelung er er er er er er er er er
Potenz 3 ° 3’ 3 ° 3° 3° 3% 3*3'3°
Bﬁndelung er er er er er er er er er
Potenz 4 8 g3 7 4 ° g ° 4 4 4% 4% a4t 4°
Bﬁndelung er er er er er er er er er
Potenz 5 ° 57 5 ° 5 ° 5 ° 5% s5*s5's°
Bﬂndelung er er er er er er er er er
Potenz 6 ° 6’ 6 ° 6 ° 6 ° 6° 67 6' 6°
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Bﬂndelung 256 er 128 er 64 er 32 er 16 er 8 er Aoer| 2er 1 er
Potenz 2 ® 2’ 2 ° 2° 2 ¢ 2% 2% 2% 2°
Bﬂndelung 6.561 er 2.187 er 729 er 243 er 81 er 27 er Qer| Jer 1 er
Potenz 3° 3’ 3° 3° 3¢ 3° 3°3* 3°
Bﬂndelung 65.536 er 16.2384 er 4,096 er 1.024 &r 256 er 6d er| 16 er| Aer 1 er
Potenz gq 8 4’7 q ° 4 ° g * 43 4% 41 4°
Bﬂndelung 390.625 er 78.125 er 15.625 er 3.125 er 625 er 125 er| 25 er| Ser 1 er
Potenz 5 ° 57 5 ° 5 ° 5 ° 5° 5% s* s5°
BUHdElUﬁE 1.679.616 er 279.936 er 46.656 er 1.776 er 1.296 &r 216 er| 36 er| B er 1 er
Potenz 6 ° 6’ 6 ° 6° 6 ° 6° 676" 6°
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8.2.4  Zahlreihen in verschiedenen Stellenwertsystemen?!>>

Anfangszahl (dezimal): 1
Stellenwertsystem Basis
Dezimalsystem 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Bindrsystem 2 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001
Oktalsystem 8 1 2 3 4 5 6 7 10 11
Hexadezimalsystem 16 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 + 3 = 4
1 + 11 = 100
1 + 3 = 4
1 + 3 = 4
1 + 8 9
1 + 1000 1001
1 + 10 11
1 + 8 9

155 Sjehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xIsx
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Anfangszahl (dezimal): 160
Stellenwertsystem Basis
Dezimalsystem 10 160 161 162 163 164 165 166 167 168
Bindrsystem 2| 10100000| 10100001 | 10100010| 10100011| 10100100| 10100101| 10100110| 10100111 | 10101000
Oktalsystem 8 240 241 242 243 244 245 246 247 250
Hexadezimalsystem 16 AO Al A2 A3 Ad A5 Ab A7 A8
160 + 3 = 163
10100000 + 11 = 10100011
240 + 3 = 243
A0 + 3 = A3
160 + 8 = 168
10100000 + 1000 = 10101000
240 + 10 = 250
A0 + 8 = A8

—
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Ubung: Vervollstindigen Sie die Zihlreihen.

Anfangszahl (dezimal): 10 - Eingabe
Stellenwertsystem Basis
Dezimalsystem 10 10
Bindrsystem 2 1010
Oktalsystem 8 12
Hexadezimalsystem 16 A
10 + 3
1010 + 11
12 + 3
A + 3

10
1010
12

+ + + o+

1000
10
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Anfangszahl (dezimal): 10 - Eingabe
Stellenwertsystem Basis
Dezimalsystem 10 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Binarsystem 2 1010 1011 1100 1101 1110 1111 10000 10001 10010
Oktalsystem 8 12 13 14 15 16 17 20 21 22
Hexadezimalsystem 16 A B C D E F 10 11 12
10 + 3 = 13
1010 + 11 = 1101
12 + 3 = 15
A + 3 = D
10 i+ 8 = 18
1010 i+ 1000 = 10010
12 + 10 = 22
A + 8 = 12
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8.2.5 Umwandlung vom 4er ins Dezimalsystem?*>®

Basis:

Wert der Potenz:
Potenz:

Zahlenwert der
Ziffer:

313202

1.024 256 64 16 1
5 4 3 2 0
4 4 4 4 4
3 1 3 2 2
5 4 3 2 0
4 1 4 4 4 4
1.024 + 1 - 256 + 3 64 + 2 16 + 0 1
3.554

%6 Siehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xlsx

10
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Ubung:

Umwandlung vom 3er-System ins Dezimalsystem

Basis: 3 _ Eingabe

Wert der Potenz:

Potenz:

Zahlenwert der Ziffer: 0

ggf. Buchstabe:

012202 ;
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Umwandlung vom 3er-System ins Dezimalsystem

Basis: 3 _ Eingabe

Wert der Potenz: 243 81 27 9 3 1
Potenz: ; N ’ 2 ! °

3 3 3 3 3 3
Zahlenwert der Ziffer: 0 1 2 2 0 2
ggf. Buchstabe: 0 1 2 2 0 2
_ 3 4 3 2 1 0

0122023 -0 - 3 +1 - 3 +2- 3 +42- 3 +0-3 +2- 3
= 0 243 + 1 81+ 2 27 + 2 9+ 0 3+ 2 1

B 155
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8.2.6 Umwandlung vom Dezimalsystem ins 5er-System?*>’

a) Umwandlung tber die Division mit Rest

967 = 12332
10 5

Kurzschreibweise Erlduterung

A A

5
967 2 4 967 5 = 193 Rest 2
193| 3 193 5 = 38 Rest 3
38| 3 38 5 = 7 Rest 3
7| 2 7 5 = 1 Rest 2
1] 1 1: 5 = 0 Rest 1
0 0

157 Siehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xlsx
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Ubung: Wandeln Sie 967 ins 4er-System um.
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967
241
60
15

W W o = Wk

Ww w o k= W

967 :
241
60 :
15 :

P - T = - -

241
60
15

Rest
Rest
Rest
Rest
Rest

W w o = W
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b) Umwandlung tber den Rickgriff auf die hochste Potenz

967
10

12332

5

78.125

15.625

3.125

625

125

25
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Ubung: Wandeln Sie 967 ins 4er-System um.
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16.384

4.096

1.024

256

64

16

967
967

967
768

199

192

(W Wk S -
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8.2.7  Schriftliche Rechenverfahren

a) Addition?>8

Beispiel:

Schriftliche Addition im 10er-System

Basis: 10

(Grund)Ziffen: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10
10

10

+ 8 8 8 8
10

Ubertrag T ‘2. 2 ‘1

10

Schriftliche Addition im 9er-System

Basis: 9

(Grund)Ziffern: 0 1 2 3 4 5 6 7 8

4 8 3 0
5
1 6 6 0
5
3 2 2 B
5
+ 3 8 8 8 .
(bertrag z 2 2 1
2 0 8 2 7

158 Sjehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xIsx
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Ubung:

Schriftliche Addition im 10er-System

Basis:

(Grund)Ziffemm: 0 1 2 3 4 5 &6 7

10

+

Ubertrag

-

10

10

10

10

= L
L r

8 9

Schriftliche Addition im 5er-System

Basis: 5

(Grund)Ziffern: 0 1 2 3 4

+

Ubertrag
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Schriftliche Addition im 10er-System

Basis: 10

(Grund)Ziffern:

012 3 456 7 89

4 4 3
10
1 4 4
10
3 2 2
10
+ 4 4 4
10
Ubertrag 1 1 1
1 3 5 3

10

Schriftliche Addition im Ser-System

Basis: 5

(Grund)Ziffern:

+

Ubertrag

01 2 3 4
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b) Subtraktion!> *)

Beispiel:

Schriftliche Subtraktion im 10er-System

Basis: 10 4 Eingabe

LZahlenwert: 01 2 3 45 6 7

(Grund)Ziffern: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
523 3, Zahlenwerte der

1244 Ziffern eingeben
3 98 9,

ggf. Entblndelung mit

Darstellung der einzelnen Blindel

l

1 ] 1
3 2 3 3 10 4 1000 er 1000 er 1 100 er 100 er 10 er 10 er 1 er
- 1 2 4 4 10 1 oo 100 er 10 er 1 er
3 9 8 9 10 3 1000 er 3 100 er 10 er 1 er

159 Sjehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xIsx
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Beispiel:

Schriftliche Subtraktion im 6er-System

Basis: 6 4EE Eingabe

Zahlenwert: 0 1 2 3 4 5

(Grund)Ziffern: 0 1 2 3 4 5
523 3, Zahlenwerte der

- 1244, Ziffern eingeben
354 5,

gef. Entblndelung mit '

Darstellung der einzelnen Blindel

|

I 1 I
1 1 1
3 2 3 3 B 4 216 er 216 er 36 er 36 er 6 er b6 er 1 er
h 1 2 4 4 = - 1 216 er 36 er 6 er 1 er
3 3 4 3 B 3 216 er 36 er 6 er 1 er
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c) Multiplikation'? *)

Beispiel:

Schriftliche Multiplikation im 10er-System

Basis: 10 4mmmmm  Eingabe 0 1 2 3 4 5 6 7 & 9
‘ ‘ ‘ " ‘ 0O o Oo Oloc O Oo Olo 0o O Ol 0o O

a 3 zm_ 3 41.;,. 1 e Oo 1o 20 3o 4o 5o 6o 7o 8o 9

2 o 0o 2o 40 6o 812 012 212 412 61 8

2 9 6 3 o Qo 30 60 91 22 5|1 B2 12 4|2 7

(bertrag 1 1] 1] 4 o 0o 4o 812 22 6|2 02z 42 8|3 23 b
6 2 8 S e 0o 51 01 52 032 532023252 00485

(bertrag 1 1 o 6 o 0o 62 21 82 4= 003z 624 224 85 4
1 3 5 g g 7 o 0o 7|2 4|2z 12 8|2 5|24 24 95 6l 3

Ubertrag o 1 o 8 o 0o 8|12 62z 42 2|4 04 Bs 6lg 4|7 2
1 4 6 a 81.;,. 9 o Oo 9|20 8|2 F|2 6|4 5|5 4 3|7 218 1

160 Sjehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xlsx
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Beispiel:

Schriftliche Multiplikation im Ser-System

Basis: 5 < Eingabe
¥ 3 3 $y §
4 3 2 c . 3 4
2 4 1

Ubertrag 2 1 1

1 2 3
Ubertrag 3 2 1

2 1 3 4 3

Ubertrag 1 1 0
3 2 3 4 3

I T N L=

o o o o oo

B W N RO

[EE RN R U N N

M B R w O |w

BN W ROk
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d) Division!®! *)

Beispiel:

Schriftliche Division im 10er-System

Basis: 10 4mmmm Eingabe
4348 4

1320, : 3, = 0440,00

|-|—=|r.::
[

=
[ .

o
1]

QG‘GD
==

o o
o o

=

10

0

1

2

3

4

5

B

7

8

9

W 08 =~ W W Rl O

oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo

oo
01
02
03
04
05
06
o7
08
09

oo
02
04
06
08
10
12
14
16
18

o0
03
06
09
12
15
18
21
24
27

oo
04
08
12
16
20
24
28
32
36

oo
05
10
15
20
25
30
35
40
45

oo
06
12
18
24
30
36
43
48
54

oo
o7
14
21
28
35
47
49
56
b3

oo
08
16
24
32
40
48
56
b4
732

oo
09
18
27
36
45
54
B3
732
81

161 Sjehe: Ubungen Zahlensysteme - zum Drucken und Ausfiillen.xIsx
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Beispiel:
Schriftliche Division im 9er-System

Basis:

9 <4mmm Eingabe
4343 4

1320, : 3

I

5

|-=|—'~|c:
W

o
1]

[ = T S I = TR
o o|lo o
o o

o o
o o

=

0406

r

0

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

00 =] v W Rl O

oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
00
oo

oo
01
0z
03
04
05
06
07
08

oo
0z
04
06
08
11
13
15
17

o0
03
06
10
13
le
20
23
26

oo
04
08
13
17
232
2B
31
35

oo
05
11
16
22
27
33
38
4.4

oo
06
13
20
26
33
40
46
53

oo
o7
15
23
31
38
46
54
b2

oo
08
17
26
35
44
53
b2
71
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9 Teilbarkeit (I)

9.1 Teilbarkeitin N

M alb := \/a ‘x=Db (fur alle natiirlichen Zahlen a und b)
Teilbarkeit in N: Yon

»a teilt b (oder a ist Teiler von b) gdw. eine natirliche Zahl x

In Worten: . L “
existiert, firdiegilt:a-x =b .

»a teilt b” ist eine Aussageform, die in eine wahre oder falsche Aussage tberfiihrt wird:

ist wahr, da ein x € N existiert,

Beispiel 1: 113 namlich x = 3, so dass gilt: Lre=3
9.2 Teilbarkeitin Z *)

Definition der alb = \/a x=b (far alle ganzen Zahlen a und b)
Teilbarkeit in 7162; :

XEZ

,a teilt b (oder a ist Teiler von b) gdw. eine ganze Zahl x existiert,

In Worten:
norten furdiegilt:a-x=b .

,a teilt b” ist eine Aussageform, die in eine wahre oder falsche Aussage tberfiihrt wird:

ist wahr, da ein x € Z existiert,

namlich x = 3, so dass gilt: Lx=3

Beispiel 1: 1|3

ist wahr, da ein x € Z existiert,

namlich x = —3, so dass gilt: “lrxe=3

Beispiel 2: (=DJ3

Fazit: Die 3 besitzt in den natirlichen Zahlen zwei Teiler (ndmlich 1 und 3) und in den ganzen
Zahlen vier Teiler (namlich 1, 3, -1 und -3).

162 Sjehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 2.7 Teilbarkeit, 2018, S. 1
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9.3 Teilermenge

Die Menge T(n) aller Teiler von n € N ist die Teilermenge von n:

T(n) == {x: x € NAx|n}

Beispiel 1: T(99) :={x:x e NAx|99} =1{1,3,9,11,33,99}
Beispiel 2: T(27) :== {x: x € NAx|27} ={1,3,9,27}

9.4 Der groldte gemeinsame Teiler (gqgT)

Die Schnittmenge zweier Teilermengen T(a) und T(b) besteht aus allen gemeinsamen Teilern von a
und b.

Beispiel: T(99) N T(27) = {1,3,9,11,33,99} n {1,3,9,27} = {1, 3,9}

Der groRte gemeinsame Teiler (ggT) zweier Zahlen a und b ist das groRRte Element der Schnittmenge
der Teilermengen T(a) und T(b).

Beispiel: ggT(27,99) =9

Hinweis: Zwei Zahlen a, b € N* heillen teilerfremd oder prim zueinander genau dann, wenna und b
nur 1 als gemeinsamen Teiler besitzen.

9.4.1 Anwendung des ggT in der Bruchrechnung

Man kurzt Briiche vollsténdig, indem man Zdhler und Nenner durch ihren ggT teilt.

Beispiel: 27 3 A 3

9 119 11

9.5 Satz Uber die Division mit Rest

Fur alle Paare (a, b) natirlicher Zahlen a und b mit b # 0 gibt es genau ein Paar (q, ) natirlicher
Zahlen q und r, so dass gilt:

a=q- b+r (Hierbeiist0 <r<b.)

q ist der Quotient, r ist der Rest.
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9.5.1 Euklidischer Algorithmus *)

Der euklidische Algorithmus ist ein Verfahren zur Ermittlung des ggT 63:

Ausgangswerte:
Zwei natlrliche Zahlen a, b

Arbeitsschritt:

Zu a und b (mit a > b) ermittelt man den Rest bei Division von
a durch b.

Wenn der Rest noch groRer als Null ist, wird der Divisor zum
neuen a und der Rest zum neuen b und der Arbeitsschritt wird
erneut durchgefihrt.

Ende:
Das Verfahren endet, wenn a:b ohne Rest aufgeht, d.h. wenn
gilt: b|a.

Wahle zwei Zahlen:

Zahl 1: 448
Zahl 2: 2.072

Die groBere Zahl sei a. Die kleinere Zahl sei b.
a= 2.072 b= 448

Dann wird der grofte gemeinsame Teiler (ggT) wie folgt ermittelt:

Dividend = Quotient Divisor + Rest
a = q - b + r

2.072 = 4 . 448 + 280
448 = 1 - 280 + 168
280 = 1 168 + 112
168 = 1 112 + 56
112 = 2 56 + 0

Ergebnis: Das letzte b ist dann der groBte gemeinsame Teiler (ggT) der urspriinglichen Zahlen a und b.

163 Sjehe: Euklidischer Algorithmus.xIsx
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Ubung:

Ermitteln Sie mit Hilfe des euklidischen Algorithmus:

ggT(18, 21) =

ggT(96, 54) =

ggT(518, 420) =
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18 = 6 3 + 0
6
9% = 1 - 54 + 42
54 = 1 - 42 + 12
42 = 3 - 12 + 6
12 = 2 - 6 + 0
14
518 = 1 - 420 + 98
420 = 4 . 98 + 28
98 = 3 28 + 14

28 = 2 - 14 + 0
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9.6 Vielfachenmenge

Die Menge V(n) aller Vielfachen von n € N ist die Vielfachenmenge von n:

V(n) = {x: x € N\{0} A n|x}
oder

V(n) ={x: x=a-n A a€N\{0}}

Beispiel 1: V(9) = {x: x € N\{0} A 9|x} ={9,18, 27,36, ...}

1-9,2:-9,3-9,4-9,...}

Beispiel 2: V(9) ={x: x=a-9 A a € N\{0}} = {
{9,18,27,36, ...}

Beispiel 3: V(6)={x: x=a-6 A a€N\{0}} ={1-6,2-6,3-6,4-6,...}
= {6,12,18, 24, 30, 36, ...}

9.7 Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV)

Die Schnittmenge zweier Vielfachenmengen V(a) und V(b) besteht aus allen gemeinsamen
Vielfachen von a und b:

Beispiel: V(9) NV(6) ={9,18,27,36,..}n{6,12,18,24,30,36,...}

= {18,36,54,72, ...}

Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) zweier Zahlen a und b ist das kleinste Element der

Schnittmenge der Vielfachenmengen V(a) und V(b).

Beispiel: kgV(6,9) =18
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9.7.1  Anwendung des kgV in der Bruchrechnung

Ermittlung des Hauptnenners zwei Briiche (z.B. bei der Addition):

Beispiel'®* (Addition von zwei Briichen): 5 4
-4 —-= ?
6 9
Der Hauptnenner wird durch das kgV der kgV(6,9) = 18
einzelnen Nenner ermittelt:
Erweitern der Briiche, um den E 53 1_5
gleichen Nenner (den Hauptnenner) 6 6-3 18
zu erhalten:
4 - 4-2 -
9 9-2 18
Addition der gleichnamigen Briiche 5 8 23
(zahler + Zahler, Nenner bleibt gleich): 18 18 18
Zusammenfassung: E+ 423
6 9 18

9.7.2  kgV-Tabelle

Das kgV (a, b) ist nicht immer gleich dem Produkt aus a und b.

kgV-Tabelle® (rot bedeutet: kgV (a,b) # a - b)
kgV(a,b)| 1 2 3 a 5 6 7 8 9 10
1 1 2 3 a 5 6 7 3 9 10
2 2 2 6 a 10 g 14 8 18 10
3 3 & 3 12 15 g 21 24 g 30
a a a 12 a 20 12 28 8 36 20
5 5 10 20 5 30 35 40 a5 10
6 6 5 5 12 30 5 a2 24 18 30
7 7 14 21 28 35 a2 7 56 63 70
8 8 8 24 8 40 24 56 8 72 40
9 9 18 9 36 as 18 63 72 g 90
10 10 10 30 20 10 30 70 40 90 10

164 Sjehe auch: Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, Cornelsen, 2014, S. 17
185 Siehe auch: kgV (von Zahlen bis 999).xlsx

-191-



9.8 Teilbarkeitsregeln fir die 2, 4, 5, 8 und 10 (Endziffernregeln)

Eine natirliche (oder ganze) Zahl a (dargestellt im dezimalen Stellenwertsystem) ist genau dann

2 der Endziffer 2
4 teilb den beiden Endziffern bildete Zahl 4
durch | 5 ©! .ar' wenn der Endziffer gebrigete za 5 teilbar ist.
die aus - - durch
8 den drei Endziffern 8
10 den beiden Endziffern 10
2|12.345.078 ,denn 2|38
2]12.345.120 ,denn 2|0
44+12.345.078 ,denn 414}78
4]12.345.120 ,denn 420
5+112.345.078 ,denn 548
51]12.345.120 ,denn 5|0
8412.345.078 ,denn 814078
8] 12.345.120 ,denn 8] 120
104 12.345.078 ,denn 10478
10| 12.345.120 ,denn 10] 20

9.9 Teilbarkeitsregeln fiir die 3 und 9 (Quersummenregeln)

Eine natirliche (oder ganze) Zahl a (dargestellt im dezimalen Stellenwertsystem) ist genau dann

3 3
durch 5 teilbar, wenn ihre Quersumme Q(a) durch 5 teilbar ist.
3| 12.345.078 ,denn 3| Q(12.345.078) <& 3| (8+7+0+5+4+3+2+1) & 3|30
3] 12.345.120 ,denn 3| Q(12.345.120) < 3| (0+2+1+5+443+2+1) <& 3|18
9112.345.078 ,denn 94Q(12.345.078) <& 91t (8+7+0+5+4+3+2+1) & 9+30
9] 12.345.120 ,denn 9| Q(12.345.120) < 9| (0+2+1+5+4+3+2+1) <& 9|18
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9.10 Eigenschaft des kgl/166

Furdas kgV(x,y) gilt: x|a A yla © kgV(x,y)|a

9.11 Teilbarkeitsregel fiir die 6

Eine natirliche (oder ganze) Zahl a (dargestellt im dezimalen Stellenwertsystem) ist genau dann

| durch 6 teilbar, wenn a durch 2 und durch 3 teilbar ist.

Begriindung (siehe Eigenschaft des kgV (x, y)):
kgV(2,3) = 6

2|la A 3la © 6|a

Beispiel: Ist 33.138 durch 6 teilbar?

Priufe: Ist 33.138 durch 2 teilbar? — Ja, denn die Endziffer 8 ist durch 2 teilbar.
Priife: Ist 33.138 durch 3 teilbar? — Ja, denn die Quersumme Q(33.138) = 18 ist durch 3 teilbar.

Aus 2]33.138 und 3| 33.138 folgt 6| 33.138.

9.12 Teilbarkeitsregel fiir die 12

Eine natlrliche (oder ganze) Zahl a (dargestellt im dezimalen Stellenwertsystem) ist genau dann

durch 12 teilbar, wenn a durch 3 und durch 4 teilbar ist. |

Begriindung (siehe Eigenschaft des kgV (x, y)):
kgV(3,4) = 12

3la A 4la © 12|a

166 Sjehe: Scheid, H./Schwarz, W.: Elemente der Arithmetik und Algebra, 6. Auflage, S. 27
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9.13 Teilbarkeitsregel fiir die 11 (mithilfe der alternierenden Quersumme)

Eine natirliche (oder ganze) Zahl a (dargestellt im dezimalen Stellenwertsystem) ist genau dann

durch 11 teilbar, wenn ihre alternierende Quersumme Q‘(a) durch 11 teilbar ist.

Berechnung der alternierenden Quersumme?®”: Beginnend an der kleinsten Stelle (also von rechts
nach links) werden die Ziffern abwechseln subtrahiert und addiert.

Beispiele:
11| 81.532 ,denn Q‘(81532)=2-3+4+5—-1+8=11 und 11|11
11 + 642.583 ,denn Q‘(642583)=3 -8+5—-2+4—-6=—-4 und 11+{-4

167 Sjehe auch: Padberg, F. / Biichter, A.: Vertiefung Mathematik Primarstufe - Arithmetik / Zahlentheorie, S. 122

- 194 -



9.14 Ubungen zur Teilbarkeitspriifung?se

Ubungen:

ist teilbar
durch 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

750
1.859
1.909
2.034
2.339

18.797
19.481
20.322
20.519
357.026
386.586
420.434
452.556

168 Sjehe Excel-Datei: Teilbarkeitsprifung.xlsx
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ist teilbar
durch

0

1

b

8

727

735

743

750
1.859
1.909
2.034
2.339
18.797
19.481
20,322
20.519
357.026
386.586
A420.434
A52.556

ja
nein
ja
ja
nein
nein
nein
ja
nein
nein
ja
nein
nein
nein
ja

nein
ja
ja

ja

nein

nein

ja
nein
nein

ja
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein

ja

ja
nein
nein
nein
nein

ja
nein

ja
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein

nein

ja
nein
ja
nein
nein
nein
nein
ja
nein
nein
ja
nein
nein
nein
ia
nein
nein
ja
nein

ja

ja
nein
nein
nein
nein
ja
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
ja
nein
nein
nein
nein
ja

nein

IE]
nein

nein

nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein

nein

ja
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
ja
nein
nein
nein
ja
nein
nein
ja
nein

ja

nein
nein
nein
nein
nein

nein

nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein

nein

10

ja
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein

ja
nein
nein
nein
nein

ja
nein
nein
nein
nein
nein

nein

11

nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein
nein

nein

12
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9.15 Gerade und ungerade Zahlen®°

Eine natdrliche oder ganze Zahl heilSst gerade , wenn sie durch zwei teilbar ist, ansonsten ungerade .

Es seien x und y natiirliche Zahlen. Wahle

Xx= 2
y= 3
2-x= 2 -2 = 4 isteine gerade 7Zahl.
2-y= 2 - 3 = 6 isteine gerade Zahl.
2-x+1= 2 - 2 +1= 5 isteine ungerade Zahl.
2-y+1= 2 - 3 +1= 7 isteineungerade Zahl.

Ubung: Ermitteln Sie, ob das Ergebnis eine gerade oder ungerade Zahl ist.
Summe zweier gerader Zahlen:
(2-x)+(2-y)=
Summe zweier ungerader Zahlen:
(2-x+1)+(2-y+1)=
Produkt zweier gerader Zahlen:
(2-x)-(2-y)=
Produkt zweier ungerader Zahlen:
(2-x+1)-(2-y+1)=
Produkt aus ungerader und gerader Zahl:
(2-x+1)-(2-y)=
Quadrat einer geraden Zahl:
(2-x)-(2-x)=
Quadrat einer ungeraden Zahl:

(2-x+1)-(2-x+1)=

169 Sjehe Exceldatei: (un)gerade Zahlen.xlsx
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Es seien x und y naturliche Zahlen. Wahle

x= 2
y= 3
2-x= 2 2 = 4 isteine gerade Zahl.
2-y= 2 3 = 6 isteine gerade Zahl.
2-x+1= 2 2 +1= 5 isteineungerade Zahl.
2-y+1= 2 3 +1= 7 isteineungerade Zahl.
Summe zweier gerader Zahlen:
(2-x)+(2-y)= 4 + 86 = 10 =2-(x+y) ist eine gerade Zahl.

Summe zweier ungerader Zahlen:
(2-x+1)+(2-y+1)= 5 + 7 = 12 =2-(x+y)+2 isteine gerade Zahl.
Produkt zweier gerader Zahlen:
(2-x)-(2-y)= 4 - 6 = 24 =2-(2-x-y) isteine gerade Zahl.
Produkt zweier ungerader Zahlen:
(2-x+1)-(2-y+1)= 5 - 7 = 35=2-(2-x-y)+2-x+ 2-y+1 isteine ungerade Zahl.
Produkt aus ungerader und gerader Zahi:
(2-x+1)-(2-y)= 5 - 6 = 30 =2-(2-x-y)+2-y ist eine gerade Zahl.
Quadrat einer geraden Zahl:
(2-x)-(2-x)= 4 - 4 = 16 =2-(2-x-X) ist eine gerade Zahl.
Quadrat einer ungeraden Zahl:

(2-x+1)-(2-x+1)= 5 - 5 = 25=2-(2-x-X)+2-x+2-x+1 isteine ungerade Zahl.

Bitte beachten Sie das Kapitel ,Ubungen zu den Beweisformen* (S. 229).
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10 Primzahlen

10.1 Primzahl

Definition (Primzahl): Eine natlirliche Zahl, die genau zwei (natiirliche) Teiler besitzt, heiRt eine

Primzahl.

Beispiele:

Zahl Teiler genau zwej Teiler?

0 0(,da0-0=0),1,2,3,.. nein = keine Primzahl
1 1 (0 ist kein Teiler von 1, da kein x existiert mit 0 - x = 1) nein = keine Primzahl
2 2,1 ja = ist Primzahl
3 3,1 ja = ist Primzahl
4 4,2,1 nein = keine Primzahl

10.2 Satz von Euklid (Anzahl der Primzahlen) 7

Satz von Euklid: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

10.3 Wichtige Eigenschaft von Primzahlen

Es gibt keine regelmdfige Struktur beim Auftreten der Primzahlen.

Die ersten Primzahlen < 1000 sind:

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 61, 67,71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107,

109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173,179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227,
229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349,
353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467,
479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613,
617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751,
757,761,769, 773,787,797, 809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887,

907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997

170 Sjehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 2.6 Primzahlen, 2018, S. 2ff
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10.4 Anzahl der Teiler fiir die Zahlen 1-43 172

Die Tabelle zeigt die Teilbarkeitsrelation a|b, ermittelt die Anzahl der Teiler und erkennt, ob es genau zwei Teiler gibt, sodass eine Primzahl vorliegt.

34 35 36 37 38 39 40 41 42 43

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

9 10 11 12 13

8

Zahl

2 Teiler?
Anzahl Teiler

1

34 35 36 37 38 35 40 41 42 43

24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

9 10 11 12 13

B

alb

10
11
12
13

14

16
17
18
19
20
21
22
23

24

26
27
28
29
30

171 Siehe auch: Primzahlen (Anzahl der Teiler der Zahlen 1-999).xlsx
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10.5 Sieb des Eratosthenes?2 zur Bestimmung aller Primzahlen < N

Verfahren173 174 175.

(1) Man schreibe alle natiirlichen Zahlen von 2 bis N auf. (3) Ist n die erste nicht gestrichene und nicht markierte Zahl, so markiere

man n und streiche dann jede n-te Zahl.

(2) Man markiere die Zahl 2 und streiche dann jede zweite Zahl. (4) Man fiihre Schritt 3 fiir alle n mitn < v/N aus.
Sieb des Erathostenes zur Bestimmung aller Primzahlen 2 97
Die Zahl 2 markieren und Die Zahl 3 markieren und Die Zahl 5 markieren und Die Zahl 7 markieren und Alle ungestrichenen
ihre Vielfachen streichen: ihre Vielfachen streichen: ihre Vielfachen streichen: ihre Vielfachen streichen: Zahlen sind Primzahlen:

2 3=E=5 =% 7 2 3 4 5 =7 2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7 2 3=ZxE=5=FH°17
== 9 =& 11 == 13 8 == 10 11 == 13 8 9 =& 11 12 13 g 9 10 11 12 13 =—=—36 11 == 13
== 15 =& 17 =& 19 14 5= 16 17 =E 19 14==16 17 18 19 SFE 15 16 17 18 19 a5 17 == 19
= 21 == 23 =& 25 20 =E= 22 23 =& 25 =E 21 22 23 24 == 20=E%=22 23 24 25 7 23 ZE
=& 27 =& 29 = 31 26 =E 28 29 =EE 31 26 27 28 29 =EE 31 26 27 =E= 29 30 31 ZeEZF28E 29 =HE 31
== 33 =& 35 35 37 32 == 34 35 3& 37 32 33 34 == 36 37 32 33 34 == 36 37 37 33 34 35 36 37
=3 39 3 41 == 43 38 =FF 40 41 = 43 38 39 ZE= 41 42 43 38 39 40 41 =F 43 S35 a5 41 &= 43
= 45 35 47 3 49 44 =5 46 47 =E 49 44 === 46 47 48 49 44 45 46 47 48 FE A ASIC 47 TS
=& 51 = 53 =& 55 50 =& 52 53 =& 55 =& 51 52 53 54 == 50 51 52 53 54 55 S5 53 SE5=
=& 57 =& 59 & 61 56 £ 58 59 &= 61 56 57 58 59 &E 61 =& 57 58 59 60 61 SE—S7—58 59 & 61
5= 63 & 65 55 67 62 5% 64 65 &= 67 62 63 64 &= 66 67 62 5= 64 65 66 67 63 a8 55 65 67
5 69 = 71 =F= 73 68 = 70 71 == 73 68 69 =71 72 73 68 69 == 71 72 73 ST 71 == 73
FE TS FE=T77 FE 79 74==76 77 FE 79 74576 77 78 79 74 75 76 =78 79 74 75 76 77 78 79
= 81 B 83 B& 85 80 =FE 82 83 B& 85 B 81 82 83 84 FE 80 81 B2 83 B& 85 BB 83 BE B
B& 87 BE 89 I 91 86 —BX 88 89 I 91 86 87 88 89 T 91 86 87 88 89 90 I BE_E7 BE 89 SO
== 93 &= 95 & 97 92 =FF 94 95 &= 97 92 93 94 =F= 96 97 92 93 94 95 96 97 99595 96 97

172 Sjehe auch: https://youtu.be/Cg8P4GNPe0I (Prof. Spannagel)

173 Siehe auch: Scheid, H. / Schwarz, W.: Elemente der Arithmetik und Algebra, S. 11
174 Siehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 2.6 Primzahlen, 2018, S. 5

175 Sjehe auch: Sieb des Eratosthenes.xlIsx
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Ubung:
Begriinden Sie, warum es beim Sieb des Eratosthenes ausreicht, nur n < VN zu Uberprufen.

Tipp: Veranschaulichen Sie Ihre Argumentation mit einem Beispiel.
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Loésung:

Sei N = 100. Dann ist VN = 10.

Frage:
Kann es eine natlirliche Zahln > 10 geben, die keine Primzahl ist und noch nicht gestrichen wurde?

Antwort: Nein!

Begriindung:

Angenommen, es gabe eine solche Zahl n > 10, die keine Primzahl ist und noch nicht gestrichen
wurde.

Dann musste diese Zahl mindestens drei Teiler besitzen.

Der dritte Teiler misste aber groRer als 10 sein, denn ansonsten ware n bereits gestrichen worden.
Man bezeichne diesen Teiler mit t.

Die Zahl n ist dann ein Vielfaches von t und lasst sich darstellenals n=t-x (x €N)
Die Zahl x muss aber ebenfalls groRer als 10 sein, denn ansonsten ware n bereits gestrichen worden.

Somit gilt aber n > 10 - 10 = 100. Es wurden jedoch nur die Zahlen bis 100 betrachtet.’®

176 Siehe auch: Indirekter Beweis, S. 212.
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Ubung:
Ist 73 eine Primzahl?

Tipp: Nutzen Sie das Sieb des Eratosthenes.
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Losung (mit Hilfe des Siebs des Eratosthenes):

Man betrachte alle Primzahlen, die kleiner gleich Wurzel aus 73 sind und Uberprife, ob sie Teiler von
73 sind:

2 ist kein Teiler von 73.
3 ist kein Teiler von 73.
5 ist kein Teiler von 73.
7 ist kein Teiler von 73.

Da diese Primzahlen alle kein Teiler von 73 sind, ist 73 eine Primzahl.
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10.6 Primfaktorzerlegung

Die Primfaktorzerlegung ist die Darstellung einer natiirlichen Zahl n als Produkt aus Primzahlen, die

dann als Primfaktoren von n bezeichnet werden.'”’

10.7 Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Jede natdirliche Zahl (auRer 0 und 1) ist vollstandig in Primfaktoren zerlegbar. Die Primfaktoren sind

fur jede natirliche Zahl jeweils immer dieselben.’®

Beispiele 17°:

4700 =2 -3 -5 -7

1]
]
[¥5]
LA

300

Ubungen:

bb =

450

38.808 =

177 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Primfaktorzerlegung
178 Siehe auch: Leuders, T.: Erlebnis Arithmetik, Springer Spektrum, 2012, S. 79

179 sjehe: Primfaktorzerlegung.xlsx
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66 =2 -3 - 11

450 =2 -3 - 5

1]
s
Ll

=

[y

[

38.808
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Ubung:

Geben Sie die Teilermenge von 1500 an!

Tipp:

Uberlegen Sie, welche Rolle hierbei die Primfaktorzerlegung spielen kénnte.
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1. Schritt: Primfaktorzerlegung erstellen:

2 1 3
1500 =2 -3 -5

2. Schritt: Primfaktoren kombinieren, um Teiler zu erhalten

20.30.50=1
21.30.50=)
22.30.50=4
20.31 .50=3
21.31 .50=¢
22.31.50=1)
20.30.51=5
20.30.52=75
20.30.53=125
21.30.51=10
21.30.52=50
21.30.53=250
22.30.51=20
22.30.52=100
22.30.53=500
20.3.51=15
20.3.52=75
20.3.53=375
21.3.51=30
21.3.52=150
21.3.53=750
22.3.51=60
22.3.52=300
22.3-.53=1500

w wwwwwwww
O O O O O O o o o

w w wwwwwww

Die Teilermenge von 1500 ist demnach:

T(1500) ={1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 25, 30, 50, 60, 75, 100, 125, 150, 250, 300, 375, 500, 750, 1500}

Esgibt 3 -2 -4 =24 Teiler
Warum? — Man nehme die Exponenten der Primfaktoren, addiere 1 dazu und multipliziere sie:

(2+1) - (1+1) - (3+1)=3-2-4=24

- 209 -




10.8 Primzahlkriterium

Die von 1 verschiedene natiirliche N /\ (pla-b = pla od b)
Zahl p ist eine Primzahl pia pla oder bl

a,beN

10.9 Hinweis zur RSA-Verschlisselung *)

Bei sehr sehr grofden Primzahlen p und q (viele hundert Dezimalstellen) kénnen Computer noch relativ
schnell das Produkt p - ¢ = N berechnen. Umgekehrt jedoch ist es (in vertretbarer Zeit) nicht mdéglich,
p und g zu ermitteln, wenn man nur N kennt. Diesen Sachverhalt macht man sich bei der RSA-
Verschlisselung!®, welche im Internet eine groRe Rolle spielt, zu Nutze.

Beispiel 1 (mit kleinen Zahlen):
Wahle p = 89.189 und g = 43.237, dannist p-q = 3.856.264.793 = N

Beispiel 2 (Losung siehe FuRnotel81):
Sei N = 30.281.099. Bestimme nun p und g, so dass gilt: p-q = N = 30.281.099

180 Sjehe auch: https://youtu.be/oXIY-yxlolw (RSA: Konstruktion der Schliissel (Prof. Spannagel))
181 h=1.009 und q=30.011
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11 Teilbarkeit (Il)

11.1 Ermittlung von ggT und kqV durch Primfaktorzerlegung:s2

Der ggT und das kgV koénnen durch Primfaktorzerlegung mit folgendem Schema ermittelt werden:

Beispiel 1:
140 = |2 |- 2 -5 17
42 = |2 -3 17
geT(140,42) = | 2 17 = 14
kgv(140,42) = 2 - 2 - 3 - 5 - 7 = 420
Beispiel 2:
2772 = 2 - 2 |3 |-|3}|- 7 - 11
9 = 3 3
234 = 2 “[31-13 - 13
ggT(27721 9/ 234) = ° 3 ° 3 = 9
kgVv(2772,9,234) = 2 - 2 - 3 - 3 - 7 - 11 - 13 = 36036

Beispiel 3 (andere Schreibweise):

3528 =23-32.72

3780=2%-33.51.71

Fir den ggT nimmt man die Primfaktoren, die in beiden Zerlegungen vorkommen und als
zugehorigen Exponenten den jeweils kleineren der Ausgangsexponenten.

ggT(3528,3780) =2%-3%2-71 =252

Fir das kgV nimmt man die Primfaktoren, die in mindestens einer der beiden Zerlegungen
vorkommen und als zugehorigen Exponenten den jeweils gréBeren der Ausgangsexponenten.

kgV(3528, 3780) = 23 - 33 51 - 72 = 52920

182 Sjehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 2.7 Teilbarkeit, 2018, S. 8ff
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Ubung:

Ermitteln Sie die groRten gemeinsamen Teiler und kleinsten gemeinsamen Vielfache:

geT(48, 66)

kgV/(48, 66)

ggT(90, 180, 504)

kgV/(90, 180, 504)
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Loésung:

Ermitteln Sie die groRten gemeinsamen Teiler und kleinsten gemeinsamen Vielfache:

geT(48, 66)

keV(48,66) = 2

ggT(90, 180, 504)

kgV/(90, 180, 504)

g 1
. 3
1 1 1
. 3 - 11
1 1
3 .
1 1
$ 3 11 58
1 2 1
=2 -3 -5
2 2 1
=2 -3 -5
3 2 1
=2 -3 7
1 2
R
3 2 1 1
2 -3 -5 -7
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11.2 Zusammenhang zwischen kgV (a,b) und ggT (a, b)#

Furallea,b € Ngilt: ggT(a,b) -kgV(a,b) =a-b

Beispiele!®:

Anmerkung a b ggT(a, b) | kgV(a, b) a-b
a=b=0 0 0 0 0 0
b=0 1 0 1 0 0
alb 4 12 4 12 48
b|a 15 5 5 15 75

a und b teilerfremd 4 7 1 28 28
allgemeiner Fall 90 140 10 1260 12600

Hieraus folgt:

e Wenn aund b teilerfremd sind (also der ggT (a, b) = 1ist), gilt: kgV(a,b) =a-b
e Das kgV(a,b) kann berechnet werden durch:

kgV(ab) = —L 2

ab) =———

g 997 (a, b)

11.2.1 Beispiel: kgV fir grolRere Zahlen ermitteln (mit euklidischem Algorithmus)

Sei a =1.230 und b = 125.

Man ermittle den ggT(1.230,125) = 5 mit dem euklidischen Algorithmus:

1.230 = g - 125 + 105
125 = 1 - 105 + 20
105 = 5 - 20 + 5
20 = 4 . 5 4+ 0

Das kgV(1.230, 125) wird dann berechnet durch:

1.230- 125 153.750

kgV(1.230,125) = = = 30.750
gv(1.230,125) = = r530,125) 5

183 Sjehe auch: Lehmann, |.: Faszination Mathematik: 2.7 Teilbarkeit, 2018, S. 10
184 Sjehe auch: Padberg, F. / Biichter, A.: Vertiefung Mathematik Primarstufe - Arithmetik / Zahlentheorie, S. 94
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12 Kapriolen der Null

12.1 Division:,,0 durch 0“ 85

0
In Zeichen: 0:0 oder o

Hinweis:

0wy . . . . » . .
,0:0“ (bzw. ,, 5 “) ist nicht zu verwechseln mit ,0|0“. Der Unterschied besteht darin, dass

e ,:“ein Operationszeichen ist, welches zu einer Zahl als Ergebnis fihrt.
e ,|“ein Relationszeichen ist, welches zu einer wahren oder falschen Aussage fiihrt.

Definition der Division'®: a : b ist diejenige Zahl x, fur die gilt: b-x=a
Beispiel 1: 8:4 =2 , denn es gilt: 4-2=28
Beispiel 2: 0:4 =0 , denn es gilt: 4-0=0
Beispiel 3: 4 : 0 ist nicht definiert , dennesgibtkeinx mit: 0-x =4
m

Beispiel 4: 0:0 20 , denn es gilt: 0:-0=0
m

Beispiel 5: 0:0 =3 , denn es gilt: 0-3=0
m

Beispiel 6: 0:0 27 , denn es gilt: 0-7=0

Aus dem Beispiel 3 erkennt man, warum man eine Zahl, die ungleich 0 ist, nicht durch 0 teilen darf.
Aus den Beispielen 4, 5 und 6 erkennt man, warum das Ergebnisvon 0 : 0 beliebig wahlbar wére.
Um die Eindeutigkeit der Division jedoch nicht aufzugeben, gilt:

0: 0 istnicht definiert , denn es gibt keine
eindeutige Zahl x mit: 0-x=0.

Fazit: Die Division durch 0 ist fiir alle Zahlen nicht definiert.

185 Sjehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 2.5 Kapriolen der Null, 2018
186 Dje Division ist in den natiirlichen Zahlen nicht immer bzw. nur mit Rest moglich.
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12.2 Teilbarkeit: ,0 teilt 0 7

In Zeichen: 0|0

Hinweis:

. . . “ 0 “« . .
,0]0“ ist nicht zu verwechseln mit ,,0 : 0 (bzw. , = “). Der Unterschied besteht darin, dass

e ,|“ein Relationszeichen ist, welches zu einer wahren oder falschen Aussage fiihrt.

e :“ein Operationszeichen ist, welches zu einer Zahl als Ergebnis fiihrt.

Definition der alb ‘& \/a x=b (fir alle natiirlichen Zahlen a und b)

Teilbarkeit:

—_— x€N

In Worten: »a teilt b (oder a ist Teiler von b) gdw. eine natirliche Zahl x
existiert, flir diegilt:a-x = b .“

»a teilt b“ ist eine Aussage, die entweder wahr oder falsch sein kein:

ist wahr, da ein x € N existiert,

Beispiel 1. >|10 namlich x = 2, so dass gilt: orx=10
Beispiel 2: 10(5 istfalsch,. da kein x € N existiert, 10-x =5
so dass gilt:

. ist wahr, da ein x € N existiert, B
Beispiel 3: >[0 namlich x = 0, so dass gilt: >rx=0
Beispiel 4: 015 istfa/sch,. da kein x € N existiert, 0-x=5

so dass gilt:
Beispiel 5: 010 ist wahr, da ein x € N existiert, 0-x =0

namlich x = 0, so dass gilt:

Fazit: 0|0 ist definiert und stellt eine wahre Aussage dar.

187 Sjehe auch: Lehmann, 1. / Schulz, W.: Mengen, Relationen, Funktionen, Springer Spektrum, 2016, S. 121
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12.3 Potenzieren: , 0 hoch 0188

In Zeichen: 0°

Bezeichnungen: a™ ist die Potenz, wobei a als Basis und n als Exponent bezeichnet wird.

Definitionen: Beispiel 1: Beispiel 2:
fir alle a:=a-a-a-..- 54=5-5:5:5=625 0*=0:0-0-0=0
e a€R — S S
e neN)\{0} n 4 4
firallea € R\ {0} a’ =1 40 =1 1,° .
(~2) -
U 1 1 1 1
fur alle "= 54 — _ — 570 - _ —_ =1
e a€eR\ {0} an 54 625 50
e neN
. m 4 . -4
fir alle a(ﬁ) = am 5(2) = 3/5% = V625 = 25 5(7) — %[c(-0
e aeRa>0 ; )
e MEZ 4 2 = |=====
e nEN n>2 5(2)—5(1):52—25 625 25
e a=0m>0
Frage: 0°:=777? (Es gilt: 4° = 1 aber 0* = 0, siehe oben)

Vielleicht helfen die Graphen der nachfolgenden Funktionen f und g weiter?

"

Aus der Funktion f konnte man

ableiten:

00:=1

Aus der Funktion g kdnnte man
ableiten: 0°:=0

Funktion 15
® f(x) = x°
® g(x) =0° f
05
05 0| g 05 1 15 255
-05

Fazit: Es gibt keine einheitliche Auffassung dartber, ob gilt:

e 00 ist nicht definiert (Beispiel: Casio-Taschenrechner, iltere Generation)
e 0°:=0 (siehe Funktion g)
e 0°:=1 (sinnvolle Festlegung fiir einige Teilgebiete der Mathematik'®®, wird unterstiitzt durch

Software wie GeoGebra und die Win10-Rechner-App)

188 Sjehe auch: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen, Relationen, Funktionen, Springer Spektrum, 2016
189 https://de.wikipedia.org/wiki/Potenz (Mathematik)#Null hoch Null
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13 Logik (II): Beweisformen

Empfehlung: Wiederholen Sie kurz folgende Inhalte:

e Negation (S. 72)

e  Konjunktion (S. 73)

e Alternative (S. 74)

e Implikation (S. 75)

e Aquivalenz (S. 77)

e Gleichwertige Aussagen und Tautologien (S. 79)
e Zur Implikation (alternative Ersetzung) (S. 80)

e  Zur Implikation (Kontraposition) (S. 82)

Es gibt unterschiedliche Arten von Beweisen. Die Unterschiede und Vorgehensweisen werden
deutlich, wenn man sich die logische Struktur anschaut, die ihnen zugrunde liegt.

13.1 Direkter Beweis!®®

Die logische Struktur eines direkten Beweises ist folgende:
((A=>C)A(C=B))=>(A=B)

Was bedeutet diese Struktur? Der Ausgangspunkt ist folgender: Man moéchte die Implikation ,,A = B“
beweisen. Diese steht in obiger Struktur ganz rechts, warum?

Antwort: Weil, wenn man gezeigt hat, dass ,,(( A= C) A (C= B))“ wahr ist, dies dann impliziert, dass
auch ,A = B“ wahr ist, siehe auch Wahrheitstafel*°!:

A|B|C|(A=B)(A=CQ)(C=B)|((A=C)A(C=B))|((A=C)A(C=B))=(A=B))
wWlw|w w w w w w
w|f|lw f w f f w
flw|lw w W w w Y
flflw w w f f '
w|lw|f w f w f w
w| f|f f f w f "
flw]|f w w w w w
fl|f|f w W w w "

Der Ausdruck ,((A = C) A (C= B)) = (A = B)” ist demnach eine Tautologie, wodurch das Prinzip des
direkten Beweises legitimiert wird.

190 Sjehe auch: Bendlken/Gorski/Miiller-Phillip: Leitfaden Arithmetik, S. 28
191 Sjehe: Wahrheitstafel (direkter Beweis).xlsx
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Beim direkten Beweis ist also zu zeigen, dass ,,((A= C) A (C= B))”“ wahrist.

Vorgehensweise: Man geht davon aus, dass A wahr ist und sucht sich ein C. Mit dem Wissen, welches
man bereits verwenden darf, muss man nun schliefen, dass C wahr ist. Danach muss man von C mit
dem verwendbaren Wissen auf B schlieRen.

Anmerkung: Meistens ist die Beweiskette deutlich langer, d.h. hinter ,,C“ verbirgt sich eigentlich eine
Kette von Schlussfolgerungen, so dass die logische Struktur so aussieht:

(A= C)A (2N (CG=2CG)A..A(Ch1=>C)A(Ch=>B))=> (A=>B)

Fazit: Weil man aus A nicht gleich B schlussfolgern kann, nimmt man solange Zwischenschliisse zu
Hilfe, bis man auf B schlieRen kann.

Beispiel:
Die Summe zweier natlrlicher ungerader Zahlen ist eine gerade Zahl.
oder anders ausgedriickt:

A: n ist die Summe zweier ungerader Zahlen.
B: n ist eine gerade Zahl.

Zu beweisen ist: A=B
A: n ist die Summe zweier ungerader Zahlen.

= Ci: Es gibt zwei natirliche ungerade Zahlenaund b, mita+b =n.

= Cy: Es gibt zwei natlrliche Zahlen x und y, wobeia=2x+1undb=2y+1, mita+b=n.
= Cs: Es gibt zwei natirliche Zahlen x und y mit (2x+ 1) + (2y + 1) = n.

= Cs: Es gibt zwei natlrliche Zahlen x undy mit 2 (x +y + 1) = n.

= B: n ist eine gerade Zahl.
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Ubung: Beweisen Sie folgende Aussage mithilfe eines direkten Beweises:

Wenn eine natirliche Zahl durch 4 teilbar ist, dann ist sie auch durch 2 teilbar.
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Lésung:

A: n sei eine natlrliche Zahl, die durch 4 teilbar ist.
B: nist durch 2 teilbar.

Zu beweisenist: A=> B
A: n sei eine natlrliche Zahl, die durch 4 teilbar ist.

= Ci: Es gibt eine natlrliche Zahl a mit 4 a =n.

= Cy: Es gibt eine natirliche Zahla mit (2-2)a=n.
= Cs: Es gibt eine natlrliche Zahlamit2-2-a=n.
= Cs: Es gibt eine natdirliche Zahlamit2 - (2-a) =n.

= B: nist durch 2 teilbar.
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13.2 Indirekter Beweis (Beweis durch Widerspruch)9?

Die logische Struktur eines indirekten Beweises ist folgende:
-(-BAA)= (A= B)

Wie kommt man auf diese Struktur? - Man mochte wieder die Implikation ,A = B“ beweisen. Jedoch
fallt einem kein direkter Beweis (siehe 13.1) oder ein Beweis durch Kontraposition (siehe 13.3) ein.
Daher sucht man nach einem anderen Ausdruck, der (wenn begriindet wurde, dass er wahr ist) den
Ausdruck ,(A = B)“ impliziert. Ein solcher Ausdruck ist z.B. ,- (-B A A)“193, Dies soll folgende
Wabhrheitstafel*** verdeutlichen:

A B |-B|(A=B)| (-BAA) | (-(-BAA))| ((-H(-BAA))=(A=B))
W W f W f " W
W f W f w f W
f W f W f W W
f f W W f W W

Der Ausdruck ,—~ (-B A A) = (A= B)“ist also eine Tautologie, so dass das Verfahren des indirekten
Beweises legitimiert wurde.

Vorgehensweise beim indirekten Beweis

Der Ausgangspunkt ist: Man mochte die Implikation ,,A = B” beweisen. Dies hat man dann getan,
wenn man gezeigt hat, dass ,— (=B A A)“ wahr ist, weil dies (wie oben gezeigt) die Aussage ,,A = B“
impliziert.

Wie zeigt man nun also, dass ,,— (-B A A)“ wahr ist?

Antwort: Man geht davon aus, dass A wahr ist und dass das Gegenteil von B wahr, also -B wahr ist:
,—B A A” ist also der Annahme nach wahr. Aus dieser Annahme zieht man nun solange
Schlussfolgerungen, bis man auf einen eindeutigen Widerspruch stoRt. Dadurch hat man gezeigt, dass
»—~B A A“falsch und also ,,—~ (-B A A)“ wahr ist. Hierdurch ist aufgrund obiger Wahrheitstafel
bewiesen, dass ,A = B“ wahr ist.

Der indirekte Beweis wird auch als Widerspruchsbeweis bezeichnet.

Erganzung: Um den Widerspruch herbeizufiihren, darf man all das mathematische Wissen benutzen,
welches einem bereits zur Verfligung steht. Dieses soll mit ,C” bezeichnet werden. Die logische
Struktur des indirekten Beweises wére dann folgende: - (-BA (AAC)) = ((AAC)) = B)®>

192 Sjehe auch: Bendlken/Gorski/Miiller-Phillip: Leitfaden Arithmetik, S. 29

193 Auf diesen kommt man, indem man ,A = B“ ersetzt durch ,-A V B (siehe S. 75) und danach die Negation einer
Alternative (siehe S. 77) anwendet.

194 Sjehe: Wahrheitstafel (indirekter Beweis).xlsx

195 Sjehe: Wahrheitstafel (indirekter Beweis, erweitert).xlsx
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Beispiel:

Zu beweisen ist:
Wenn das Quadrat einer nat. Zahl n gerade ist, so ist n ebenfalls eine gerade Zahl.

Oder anders ausgedriickt:
A: n?ist eine gerade Zahl.
B: n ist eine gerade Zahl.

Zu beweisen ist:
A=B

Die logische Struktur eines indirekten Beweises ist:
- (-BAA)= (A= B)

Vorgehensweise: Man bildet (-B A A) und fihrt dies zum Widerspruch. Daraus folgt dann (A = B).

A: n? ist eine gerade Zahl.
-B: n ist eine ungerade Zahl.

Die Annahme (-B A A) lautet dann:
n ist eine ungerade Zahl und n? ist eine gerade Zahl.
= Es gibt eine nat. Zahl m mit 2m + 1 =n.
=>n?=2m+1)2=4m?+4m+1=2(2m?+2m)+1

= n? ist ungerade — das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass n? gerade ist.

Es wurde also gezeigt, dass die Annahme (-B A A) falsch ist. Also ist = (-B A A) wahr. Hieraus
wiederum folgt aufgrund der logischen Struktur des indirekten Beweises, dass (A = B) wahr ist.

g.e.d.
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Ubung:

Beweisen Sie indirekt:
Wenn das Quadrat einer nat. Zahl n ungerade ist, so ist n ebenfalls eine ungerade Zahl.
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Lésung:

Zu beweisen ist:
Wenn das Quadrat einer nat. Zahl n ungerade ist, so ist n ebenfalls eine ungerade Zahl.

Oder anders ausgedrickt:
A: n? ist eine ungerade Zahl.
B: n ist eine ungerade Zahl.

Zu beweisen ist:
A=B

Die logische Struktur eines indirekten Beweises ist:
- (-BAA)= (A= B)
Vorgehensweise: Man bildet (=B A A) und fihrt dies zum Widerspruch. Daraus folgt dann (A = B).

A: n? ist eine ungerade Zahl.
-B: n ist eine gerade Zahl.

Die Annahme (-B A A) lautet dann:
n ist eine gerade Zahl und n? ist eine ungerade Zahl.
= Es gibt eine nat. Zahl m mit 2m =n.
=>n?=(2m)?=4m? =2 (2m?)
= n? ist gerade — das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass n? ungerade ist.

Es wurde also gezeigt, dass die Annahme (-B A A) falsch ist. Also ist = (-B A A) wahr. Hieraus
wiederum folgt aufgrund der logischen Struktur des indirekten Beweises, dass (A = B) wahr ist.

g.e.d.
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13.3 Beweis durch Kontraposition2°

Hinweis: Das Beweisverfahren durch Kontraposition ist nicht zu verwechseln mit dem Verfahren des
indirekten Beweises, siehe S. 222.

Die logische Struktur des Beweises durch Kontraposition ist folgende:
(-B=>-A)= (A=B)

Hier die dazugehdrige Wahrheitstafel'®’:

A B |-A|-B|(A=B) (-B=-A)|(~-B=-A)=(A=B))
w w f f w w w
w f f W f f W
f w w f W W W
f f W W W w W

Der Ausdruck ,,(-B = -A) = (A = B)“ ist also eine Tautologie, so dass das Verfahren des Beweises
durch Kontraposition legitimiert wurde.

Ausgangspunkt: Man mdchte die Implikation ,A = B“ beweisen und hierfiir keinen direkten Beweis
verwenden. Daher zeigt man, dass ,,—-B = -A“ wahr ist, was dann impliziert, dass ,A = B“ wahr ist.

Vorgehensweise:

Man geht vom Gegenteil von ,,B“, also ,—~B“ aus. Hieraus schlussfolgert man (ggf. in mehreren
Schritten), dass ,,—A“ wabhr ist. Dies bedeutet dann, dass auch , A = B” gilt.

196 Siehe auch: Bendlken/Gorski/Miiller-Phillip: Leitfaden Arithmetik, S. 31
197 Siehe: Wahrheitstafel (Beweis durch Kontraposition).xIsx
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Beispiel:

Zu beweisen ist:
Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 3 teilbar.

Oder anders ausgedriickt:
A: Die Zahl n ist durch 6 teilbar.
B: Die Zahl n ist durch 3 teilbar.

Zu beweisen ist:
A=B

Die logische Struktur des Beweises durch Kontraposition ist:
(-B=>-A)=> (A=B)

Vorgehensweise: Man geht vom Gegenteil von ,,B“, also ,,~B“ aus. Hieraus schlussfolgert man (in
mehreren Schritten), dass ,—A“ wahr ist. Dies bedeutet dann, dass auch , A = B“ gilt.

Die Annahme lautet dann:
-B: Die Zahl n sei nicht durch 3 teilbar.

= Bei Division von n durch 3 bleibt ein Rest von 1 oder 2.

= Es gibt zwei nat. Zahlen aund b (b € {1; 2}) mitn=3a +b.

= Es gibt eine Zahl m mit a = 2m (falls a gerade) odera=2m + 1

= Es gibt eine Zahl m mit n =3 (2m) + b oder n =3 (2m + 1) + b, wobei b € {1; 2}
= Es gibt eine Zahl m mit n = 6m + b oder n =6m + 3 + b, wobei b € {1; 2}

= n lasst sich darstellenalsém + 1, 6m + 2, 6m + 4 oder 6m + 5

= n ist nicht durch 6 teilbar.

= -A

g.e.d.
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Ubung:

Beweisen Sie: Wenn eine Zahl durch 8 teilbar ist, dann ist sie auch durch 4 teilbar.

Losung:

Der Beweis lasst sich analog zu dem Beweis im Beispiel flihren.
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13.4 Ubungen zu den Beweisformen

Beachten Sie bitte das Kapitel ,,Gerade und ungerade Zahlen” (S. 197).

13.4.1 Die Summe zweier gerader Zahlen ist eine gerade Zahl.

Beweisen Sie:
Die Summe zweier gerader Zahlen ist eine gerade Zahl.
Geben Sie drei Beweise an:

- einen direkten Beweis

- einen indirekten Beweis

- einen Beweis durch Kontraposition
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Losung (direkter Beweis):
Gegeben:  Zwei gerade Zahlen a und b, welche sich folgendermallen darstellen lassen:

a=2-x (mitx € N)
b=2-y (mity €N)

A: n ist die Summe von a und b.
B: nist eine gerade Zahl.

Zu zeigen: A>=B

Beweis [direkt]:

n=a+b = n=2:-x+2:-y = n=2-(x+y) = nisteine gerade Zahl.

g.e.d.
Losung (indirekter Beweis (Beweis durch Widerspruch)):
Gegeben:  Zwei gerade Zahlen a und b, welche sich folgendermalien darstellen lassen:
a=2-x (mitx € N)
b=2-y (mity €N)
A: nist die Summe von a und b.
B: n ist eine gerade Zahl.
Zu zeigen: A=B
Beweis [indirekt, also Vorgehensweise: - (-B A A) = (A= B)]:
-BAA
= nist eine ungerade Zahl A nist die Summe von a und b.
= n=2-z+1 (mitzeN) A n=a+b
=> n=2-z+1 (mitze€N) A n=2-x+2-y (mitx,y €EN)
= n=2-z+1 (mitzeN) A n=2-(x+y) (mitx,y EN)
= 2:-z+1=2-(x+y) (mitx,y,z€N)
= Eine ungerade Zahl ist gleich einer geraden Zahl. %
= - (-BAA)
g.e.d.
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Losung (Beweis durch Kontraposition):

Gegeben: Zwei gerade Zahlen a und b, welche sich folgendermalien darstellen lassen:
a=2-x (mitx € N)
b=2-y (mity €N)

A: nist die Summe von a und b.
B: nist eine gerade Zahl.

Zu zeigen: A>=B

Beweis durch Kontraposition [also Vorgehensweise: (-B = -A) = (A = B)]:

]
o]

n ist eine ungerade Zahl

n=2-z+1 (mitz €N)

nNz2-(x+y)=2-x+2-y (mitx,y € N), weil eine ungerade Zahl nicht gerade ist.
n ist nicht die Summe von a und b.

-A

LU e

g.e.d.
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13.4.2 Das Produkt zweier gerader Zahlen ist eine gerade Zahl.

Beweisen Sie:
Das Produkt zweier gerader Zahlen ist eine gerade Zahl.
Geben Sie drei Beweise an:

- einen direkten Beweis

- einen indirekten Beweis

- einen Beweis durch Kontraposition
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Losung (direkter Beweis):
Gegeben:  Zwei gerade Zahlen a und b, welche sich folgendermalien darstellen lassen:

a=2-x (mitx € N)
b=2-y (mity €N)

A: n ist das Produkt von a und b.
B: nist eine gerade Zahl.

Zu zeigen: A>=>B

Beweis [direkt]:

n=a-b = n=(2:x):(2:y) = n=2-(2:x-y) = nisteinegerade Zahl.

g.e.d.
Losung (indirekter Beweis (Beweis durch Widerspruch)):
Gegeben:  Zwei gerade Zahlen a und b, welche sich folgendermalen darstellen lassen:
a=2-x (mitx € N)
b=2-y (mity €N)
A: nist das Produkt von a und b.
B: n ist eine gerade Zahl.
Zu zeigen: A=B
Beweis [indirekt, also Vorgehensweise: - (-B A A) = (A = B)]:
-BAA
= nist eine ungerade Zahl A nist das Produkt von a und b.
= n=2-z+1 (mtzeN) A n=a-b
= n=2-z+1 (mitzeN) A n=(2-x)-(2-y) (mitx,y €EN)
= n=2-z+1 (mitz€N) A n=2-(2:-x-y) (mitx,y EN)
= 2:-z+1=2-(2-x-y) (mitx,y,z€N)
= Eine ungerade Zahl ist gleich einer geraden Zahl. £
= - (-BAA)
g.e.d.
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Losung (Beweis durch Kontraposition):
Gegeben: Zwei gerade Zahlen a und b, welche sich folgendermalien darstellen lassen:
a=2-x (mitx € N)
b=2-y (mity €N)
A: n ist das Produkt von a und b.
B: nist eine gerade Zahl.
Zu zeigen: A>=B
Beweis durch Kontraposition [also Vorgehensweise: (-B = -A) = (A = B)]:

-B

n ist eine ungerade Zahl

n=2-z+1 (mitz €N)

N#2-(2-x-y)=(2-x)-(2-y) (mitx, y € N), weil eine ungerade Zahl nicht gerade ist.
n ist nicht das Produkt von a und b.

-A

LU A

g.e.d.
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13.4.3 Es gibt keine natiirliche Zahl, deren Quadrat die Zahl 8 ist.**®

Ubung: Wandeln Sie den Satz
»Es gibt keine natrliche Zahl, deren Quadrat die Zahl 8 ist.”

in die Gestalt A= B um.

198 Sjehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 1.3 Beweisen, 2020
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Losung:
,Es gibt keine natlirliche Zahl, deren Quadrat die Zahl 8 ist.”
A: Das Quadrat einer Zahl x ist gleich 8.
B: x ist keine naturliche Zahl.

A = B: Wenn das Quadrat einer Zahl x gleich 8 ist, dann ist x keine natirliche Zahl.

Beweisen Sie:
Wenn das Quadrat einer Zahl x gleich 8 ist, dann ist x keine natirliche Zahl.
Geben Sie zwei Beweise an:

- einen indirekten Beweis durch Widerspruch

- einen Beweis durch Kontraposition
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Losung (Beweis durch Widerspruch):
A: Das Quadrat einer Zahl x ist gleich 8.
B: x ist keine naturliche Zahl.
Zu zeigen: A>=>B
Beweis [durch Widerspruch, also Vorgehensweise: - (-B A A) = (A = B)]:

-BAA

= xist eine natlrliche Zahl. A Das Quadrat einer Zahl x ist gleich 8.
=> xEN A x*=8

= XEN A 22=4< x*=8<3%2=9

> xeEN A 2<x<3

= xist eine natirliche Zahl und x ist gréRer als 2 und kleiner als 3. £
=

- (-BAA)
g.e.d.
Losung (Beweis durch Kontraposition):
A: Das Quadrat einer Zahl x ist gleich 8.
B: x ist keine natirliche Zahl.
Zu zeigen: A=B
Beweis durch Kontraposition [also Vorgehensweise: (-B = -A) = (A = B)]:
-B
= Xxist eine natirliche Zahl.
= furx=2istx*=4 A furx=3istx*=9
= Das Quadrat einer solchen (natirlichen) Zahl x ist ungleich 8,
weil es zwischen 2 und 3 keine natirlichen Zahlen gibt.
= -A
g.e.d.
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13.4.4 Direkte Beweise zur Teilbarkeit

Zur Erinnerung:

De.finitiorT d.er alb e \/a .x=p (furalle natirlichen Zahlen a
Teilbarkeit in N: und b)

x€eN
In Worten: ,a teilt b (oder a ist Teiler von b) gdw. eine natlirliche

Zahl x existiert, fur die gilt: a-x = b .“

Im Folgenden soll auf ausgewahlte Ubungsaufgaben nidher eingegangen werden.

Teilbarkeitsregeln'®:

(1) Esgilt 1|n und n|n firalle n € N.
Beispiel: 1[5und 5|5

Beweis (konkret): Es existiertein x =5 mit 1-x=5.
Es existiertein y=1 mit 5-y=5.

Beweis (allgemein):  Esexistiertein x =n mit 1-x =n.
Es existiertein y=1 mit n-y =n.

(4) Aus m|n folgt m| (t-n) firalle t €N.
Beispiel: Aus 4| 20 folgt 4| (t-20).

Beweis (konkret): 4120
= Esexistiertein x =5 mit 4-x = 20.
= Esexistiertein y= x-t mit 4-y=20-¢t.
= 4| (t-20)

Beweis (allgemein): m|n
= Esexistiertein x mit m-x=n.
= Esexistiertein y= x-t mit m-y=n-t.
= m|(t-n)

199 Gjehe: Scheid, H. / Schwarz, W.: Elemente der Arithmetik und Algebra, Springer Spektrum, 6. Auflage, S. 9

- 238 -


https://mathe.xyz/mod/resource/view.php?id=5120

Aufgaben (Teilbarkeit und Primzahlen)?2°°:
1.10(a) Aus a|b und a|c folgt a?|(b-c) .
Beispiel: Aus 3|6 und 3|9 folgt 32| (6-9)

Beweis (konkret): 3|6 und 3|9
= Esexistiertein x =2 mit 3:x=6.
und es existiertein y =3 mit 3-y=9.
= 6:9=3:x3-y=3%2-x-y=3%2-z (mitz= x-y)
= 3%2|(6:9)

Beweis (allgemein): a|b und a|c
= Esexistiertein x mit a-x=0»b.
und es existiertein y mit a-y =c.
= bc=a'x-ay=a’*-xy=a’-z (mitz= x-y)
= a?|(b-c)

Aufgaben (ggT und kgV)?°*:
1.31(b) Aus a|c und b|c und ggT(a,b) =1 folgt (a-b)|c .
Beispiel: Aus 3|30 und 5|30 und ggT(3,5) =1 folgt (3-5)]|30

Beweis (konkret): 3|30 und 5|30 und ggT(3,5) =1

= Esexistiertein x mit 3-x = 30
und es existiertein y mit 5-y = 30
und kgV(3,5) =3-5.

= Die Zahl 30 ist somit ein Vielfaches der 3 und ein
Vielfaches der 5, d.h. in ihrer Primfaktorzerlegung muss
das kgV (3, 5) enthalten sein.

= 30=kgV(3,5):z=3-5-z (mitz € N)

= (3:5)]30

Beweis (allgemein): a|c und b|c und ggT(a,b) =1
= Esexistiertein x mit a-x=c¢
und es existiertein y mit b -y =c
und kgV(a,b) =a-b.
= Die Zahl c ist somit ein Vielfaches von a und ein
Vielfaches von b, d.h. in ihrer Primfaktorzerlegung
muss das kgV (a, b) enthalten sein.
c=kgV(a,b)-z=a-b-z (mitz € N)
(a-b)|c

Ly

200 Sjehe: Scheid, H. / Schwarz, W.: Elemente der Arithmetik und Algebra, Springer Spektrum, 6. Auflage, S. 17
201 Sjehe: Scheid, H. / Schwarz, W.: Elemente der Arithmetik und Algebra, Springer Spektrum, 6. Auflage, S. 29
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14 Die naturlichen Zahlen als Kardinalzahlen

14.1 Vorbemerkung

In den vorangegangenen Kapiteln wurden die natirlichen, die ganzen, die gebrochenen, die
rationalen und die reellen Zahlen als gegeben angesehen (siehe S. 89). Es soll in den nachfolgenden
Kapiteln nachgeholt werden, die mathematische Konstruktion dieser Zahlenmengen zu umreifien
bzw. sie aus schultypischer Sicht einzufihren:

e Die natirlichen Zahlen
o als Kardinalzahlen (siehe S. 249)
o als Ordinalzahlen (siehe S. 253)
e Die ganzen Zahlen (siehe S. 275)
e Die rationalen und gebrochenen Zahlen (siehe S. 277)
e Die reellen Zahlen (siehe S. 278)

Hinsichtlich der mathematischen Konstruktion sei vorweggenommen:

e Die natiirlichen Zahlen sind Aquivalenzklassen gleichmdchtiger endlicher Mengen.
e Die ganzen Zahlen sind Aquivalenzklassen differenzengleicher Paare.

e Die rationalen Zahlen sind Aquivalenzklassen quotientengleicher Paare.

e Die reellen Zahlen sind Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen.

Um verstehen zu kénnen, was sich hinter diesen Aussagen verbirgt, spielt der Begriff der
Aquivalenzklasse also eine libergeordnete Rolle, so dass wir uns ihm nun in Ruhe annihern wollen.

14.2 Was ist eine Aquivalenzklasse?

Der Begriff der Aquivalenzklasse baut auf dem Begriff der Aquivalenzrelation auf. Eine
Aquivalenzrelation wiederum ist eine spezielle Relation. Sie muss namlich reflexiv, symmetrisch und
transitiv sein.

Hieraus ergibt sich folgende Vorgehensweise:

1. Wiederholung der Begriffe kartesisches Produkt und Relation
Wann ist eine Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv und somit eine
Aquivalenzrelation?

3. Was ist eine Aquivalenzklasse?
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14.2.1 Wdh.: Kartesisches Produkt

Das kartesische Produkt X X Y (gelesen: , X Kreuz Y“) von X und Y ist die Menge aller geordneten
Paare (x, y), deren erste Komponente x ein Element aus X und deren zweite Komponente y ein
Element aus Y ist.2%?

In Zeichen: X XY :={(xylxeXAyeY}

14.2.2 Wdh.: Zweistellige Relation

R ist eine zweistellige Relation zwischen X und Y genau dann, wenn R eine Teilmenge des
kartesischen Produktes X X Y ist.203

In Zeichen: RECX xY

14.2.3 Zweistellige Relation in einer Menge M

Man kann das kartesische Produkt einer Menge M ( = X = Y) mit sich selbst bilden und in M
Relationen definieren:

Beispiel: Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen?%*: M = {1, 2, 3}
Dann beinhaltet das kartesische Produkt M X M alle moglichen geordneten Paare:
M X M={(1,1),(1,2),(3,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

Man konnte beispielsweise folgende Relationen (Teilmengen des kartesischen Produkts
M X M) in M definieren:

Ri:=1{(1,1),(1,2),(2,1),(22), (3 3)}
Rz2:={(1, 1), (1, 2)}

Rs:={(1, 2), (1, 3), (2, 3)}

Ra:={(1, 1), (1,2), (2, 3)}

Rs :={(1,1),(2,2), (3, 3)}

Die Relation R3 konnte man auch mit ,,<“ und die Relation Rs mit ,=" bezeichnen.

202 Sjehe: Siehe: Lehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 32

203 Sjehe: Lehmann, 1. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 54

204 Momentan werden die natiirlichen Zahlen noch als bekannt vorausgesetzt, um den Begriff der Relation leichter
verstandlich machen zu kénnen.
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14.2.4 Relationseigenschaften

a) Reflexivitat?0>

Eine Relation R ist reflexiv (in M) & /\ xRx

XEM

In Worten: Eine Relation R ist reflexiv (in M) ist definiert als: Fiir alle x Element M gilt, dass x in
Relation zu sich selbst steht.

Beispiel:

Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M = {1, 2, 3}.

Man definiere die Relation R1 folgendermalen:
Ri:={(1,1),(1,2),(21),(22),(3,3)}

Die Relation R1 ist reflexiv, denn

1 steht in Relation zur 1, da (1, 1) € Ry,
2 steht in Relation zur 2, da (2, 2) € Ry,
3 steht in Relation zur 3, da (3, 3) € R1.

Gegenbeispiel:
Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M = {1, 2, 3}.
Man definiere die Relation R; folgendermalen:
R2:={(1, 1), (1, 2)}
Die Relation R ist nicht reflexiv, denn

die 1 steht zwar in Relation zur 1, da (1, 1) € Ry,
aber die 2 steht nicht in Relation zur 2, da (2, 2) € R..

205 Sjehe: Siehe: Lehmann, 1. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 62
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b) Symmetrie?®®

Eine Relation R ist symmetrisch (in M) & /\ XRy = yRx
X, YEM

In Worten: Eine Relation R ist symmetrisch (in M) ist definiert als: Fir alle x, y Element M gilt, dass,
wenn x in Relation y steht, dann auch y in Relation zu x steht.

Beispiel:
Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M ={1, 2, 3}.
Man definiere die Relation R1 folgendermalen:
Ri:={(1, 1), (1, 2), (2, 1),(2, 2), (3,3)}
Die Relation R1 ist symmetrisch, denn

1 steht in Relation zur 2, da (1, 2) € R; und 2 steht in Relation zur 1, da (2, 1) € Ry,
1 steht in Relation zur 1,da (1, 1) € Ry,
2 steht in Relation zur 2, da (2, 2) € Ry,
3 steht in Relation zur 3, da (3, 3) € Ri.

Dass z.B. die 2 nicht in Relation zur 3 und die 3 nicht in Relation zur 2 stehen, ist unerheblich, da
eine Implikation auch wahr ist, wenn die Voraussetzung falsch ist (siehe S. 75).

Gegenbeispiel:

Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M = {1, 2, 3}.

Man definiere die Relation R; folgendermalen:
R2:={(1,1),(1,2)}

Die Relation R; ist nicht symmetrisch, da die 1 in Relation zur 2 steht, aber die 2 nicht in Relation

zur 1.

206 Sjehe: Lehmann, 1. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 62
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c) Transitivitat20’

Eine Relation R ist transitiv (in M) = /\ xRy ANyRz = xRz
X,¥,ZEM

In Worten: Eine Relation R ist transitiv (in M) ist definiert als: Fiir alle x, y, z Element M gilt, dass,
wenn x in Relation y steht und y in Relation zu z steht, dann auch x in Relation zu z steht.

Beispiel:
Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M ={1, 2, 3}.
Man definiere die Relation Rs folgendermalen:
Rs:={(1, 2), (1, 3), (2, 3)}
Die Relation Rs ist transitiv, denn folgende Aussagen sind wahr:
1R2 A 2R3 = 1R3,

1R3 A falsch = ? (ist wahr, da die Voraussetzung falsch ist, siehe S. 75),
2R3 A falsch = ? (ist wahr, siehe oben).

Gegenbeispiel:
Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M = {1, 2, 3}.
Man definiere die Relation R4 folgendermalen:
Rs:=1{(1, 1), (1, 2), (2, 3)}
Diese Relation ist nicht transitiv, da folgende Aussage falsch ist:
1R2 A 2R3 = 1R3

Die Voraussetzung ist wahr, aber die Behauptung ist falsch, also ist die Implikationsaussage falsch,
siehe S. 75.

207 Lehmann, 1. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 62
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14.2.5 Aquivalenzrelation

Eine Relation heiRt Aquivalenzrelation, g.d.w. sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel:

Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M = {1, 2, 3}
Man betrachte wieder folgende Relationen:
R1:={(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3)}
R2:={(1,1), (1, 2)}
Rs:={(1,2),(1,3),(23)}
Ra:={(1,1), (1, 2), (2, 3)}
Rs :={(1, 1), (2, 2), (3, 3)}
Die Relationen Ry und Rs sind reflexiv, symmetrisch und transitiv und somit Aquivalenzrelationen.

Die Relationen Rz, R3 und Ra sind nicht reflexiv und nicht symmetrisch und somit keine
Aquivalenzrelationen.

14.2.6 Aquivalenzklasse

Mithilfe der Aquivalenzrelation R l4sst sich fiir jedes Element a € M folgende Menge bilden:
[a] = {x | x € M und xRa}

Diese Menge [a] heiRt Aquivalenzklasse. Das Element a heiRt Reprisentant der Aquivalenzklasse
[a].208

Erldauterung:

Mithilfe einer Aquivalenzrelation |3sst sich also eine Menge M in Aquivalenzkl/assen unterteilen.
Innerhalb einer Aquivalenzklasse stehen alle Elemente zueinander in Relation. Ein beliebiges
Element einer Aquivalenzklasse kann als Reprasentant dieser Aquivalenzklasse gewihlt werden.

Die Aquivalenzklassen sind disjunkt und ergeben vereinigt wieder die Menge M.

208 | ehmann, I. / Schulz, W.: Mengen — Relationen — Funktionen, 2016, S. 73
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Beispiel 1: Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M = {1, 2, 3}
Man betrachte die Aquivalenzrelation Rui:
Ri:={(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3)}
Diese unterteilt die Menge M in die Klassen
[1]1=1[2]=11, 2} (denn die 1 steht in Relation zur 2 und umgekehrt)
und
(3] =13}

Die Vereinigung aller Klassen ergibt wieder die Menge M.

Beispiel 2: Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen: M = {1, 2, 3}
Man betrachte die Aquivalenzrelation Rs:
Rs:={(1,1), (2, 2),(3,3)}

Diese unterteilt die Menge M in die Klassen

[1]={1}
und

(2] = {2}
und

[3]={3}.

Die Vereinigung aller Klassen ergibt wieder die Menge M.
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Beispiel 3: Sei M eine Menge von acht Buchexemplaren. Die Blicher wurden beliebig mit den
Ziffern 1 — 8 durchnummeriert. Weiterhin besitzt jedes Buch eine ISBN.

Als Relation wahle man ,,Buch a und Buch b besitzen dieselbe ISBN“ 2°°;

ISBN 1603861823

ISBN 0383048470 @
; ': ISBN 0345453743

ISBN 0393048470 ISBN 1603861823
/ISBN 383481251X

ISBN 0393048470

ISBN 383481251X

Die Relation ,,a und b besitzen dieselbe ISBN“ ist
- reflexiv (Das Buch a besitzt dieselbe ISBN wie das Buch a.),

- symmetrisch (Wenn das Buch a dieselbe ISBN wie das Buch b besitzt, dann besitzt auch
das Buch b dieselbe ISBN wie das Buch a.)

- transitiv (Wenn das Buch a dieselbe ISBN wie das Buch b besitzt und das Buch b
dieselbe ISBN besitzt wie das Buch ¢, dann besitzt auch das Buch a dieselbe ISBN
wie das Buch c.)

und somit eine Aquivalenzrelation.

209 Entnommen aus Wikipedia: https://de.wikipedia.org/wiki/Aquivalenzrelation#Aquivalenzrelation
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Die Aquivalenzrelation ,,a und b besitzen dieselbe ISBN“ unterteilt die Menge M in die Klassen:

ISBN 1603861823

ISBN 1603861823

ISBN 0345453743

Die Vereinigung aller Klassen ergibt wieder die Menge M.
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14.3 Natlrliche Zahlen als Kardinalzahlen endlicher Mengen

14.3.1 Konstruktion der natiirlichen Zahlen aus mengentheoretischer Sicht

a) Erzeugung eines Mengensystems

Alle endlichen Mengen werden zu einer Menge 0 zusammengefasst. Die Menge W00 nennt man
dann ein Mengensystem.

Beispiel: Man betrachte die Mengen:

A = {ka}

B = {ko, kc}

C = {kd, ke, ks}
D = {ke, kn}

E = {ki, k;j, ki}

Hierbei seien ki ... kq beliebige voneinander verschiedene Elemente.

Diese Mengen sind endlich, da sie endlich viele Elemente enthalten. Sie sind daher Elemente des
Mengensystems L.

Hinweis: Im Mengensystem U sind zudem noch unendlich viele weitere endliche Mengen
enthalten.

b) Wabhl einer Aquivalenzrelation

Im Mengensystem 0 stellt die Gleichméachtigkeit ~ eine Aquivalenzrelation dar.

Erinnerung: Zwei endliche Mengen sind zueinander gleichmachtig, wenn sie die gleiche Anzahl von
Elementen besitzen (Siehe S. 93).

Hinweis: Die Wortwahl ,,die gleiche Anzahl“ ist hier etwas problematisch, weil die natirlichen
Zahlen erst noch definiert werden sollen. Besser ware ,gleich viele” oder mathematisch

210

ausgedriickt ,Eine Menge A heilSt gleichmachtig zu einer Menge B, wenn es eine Bijektion?!° von A

auf B gibt.”

Anschaulich kann man sich mithilfe des Begriffs der Bijektion die Gleichmachtigkeit von Mengen so
verdeutlichen?!!:;

210 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Bijektive Funktion
211 Entnommen aus: https://de.wikipedia.org/wiki/Machtigkeit (Mathematik)#Gleichmachtigkeit, Machtigkeit
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Welche Menge hat
mehr Elemente ?

Y

bijektive Abbildung zwischen ijektive Abbildung zwischen
den Mengen ist méglich den Mengen ist unmdglich

b
\

X

Mengen sind gleichmichtiz Mengen sind nicht gleichmachtig

X

Im obigen Beispiel waren

A = {ka}

B = {kb, kc}

C = {kd, ke, ke}
D = {kg, kn}

E = {ki, kj, k«}

Die Mengen B und D sowie C und E sind gleichmdchtig zueinander.

Es gilt: B~ D sowie C~E

- 250 -




Die Gleichméchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation, weil
e jede Menge genauso viele Elemente wie sie selbst besitzt (Reflexivitat)

e wenn eine Menge M genauso viele Elemente wie eine Menge N besitzt, die Menge N
auch genauso viele Elemente wie die Menge M besitzt (Symmetrie)

e wenn eine Menge M genauso viele Elemente wie N besitzt und N genauso viele Elemente
wie O besitzt, dann auch M genauso viele Elemente wie O besitzt (Transitivitat).

c) Einteilungin Klassen und Definition einer natiirlichen Zahl

Das Mengensystem 0 wird durch die Aquivalenzrelation ~ in Aquivalenzklassen unterteilt. In jeder
Klasse befinden sich zueinander gleichmachtige Mengen, d.h. in jeder Klasse sind nur Mengen mit
gleich vielen Elementen.

Eine natiirliche Zahl ist eine (Aquivalenz)Klasse gleichmichtiger endlicher Mengen.?1?

Fiir das obige Beispiel wiirde gelten:

1:=[A] = {{ka}, ...}
2 := [B] = [D] = {{kb, ke}, {kg, kn}, ...}
3:=[C] = [E] = {{kq, ke, ks}, {ki, k;j, ki}, ... }

Die ,1“ ist also die Aquivalenzklasse, die alle Mengen mit nur einem Element enthilt. Die ,,2“ ist die

Klasse, die alle Mengen mit genau zwei Elementen enthalt, usw.

212 Sjehe: Raudies, M.: Grundlegende Begriffe der Mathematik, 2017, S. 62
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14.3.2 Beispielhafte Definition einer Operation: Addition *)

Seien a und b beliebige nattirliche Zahlen und a = [A] sowie b = [B], wobei A N B = J. Dann heil3t
die natlrliche Zahl ¢ = [A U B] die Summe a + b von a und b.
Die Operation {(a, b) = c | a, b € N Ac=a+b } heilt Addition im Bereich der nat. Zahlen.?3

Beispiel:
Man betrachte die Mengen:

A = {ka}
B = {kbl kC}
C = {kdl kel kf}

Hierbei seien ks ... ks beliebige voneinander verschiedene Elemente.
Es gilt offensichtlich: An B={.
Seien a und b beliebige natirliche Zahlen, z.B.seia=1und b = 2.

Dann ist a = [A] die Aquivalenzklasse, die alle Mengen (z.B. die Menge A) mit einem Element
enthilt und b = [B] die Aquivalenzklasse, die alle Mengen (z.B. die Menge B) mit zwei Elementen
enthalt.

Es gilt: A U B = {ka} U {kb, kc} = {ka, kb, kc}
Somit enthélt die Menge A U B drei Elemente und es gilt: [A U B] = [C]

Die natiirliche Zahl c = [C] ist die Aquivalenzklasse, die alle Mengen mit drei Elementen
(z.B. AU B = {ka, kb, kc} oder C = {kq, ke, k¢} ) enthalt. Nach der Definition der Addition gilt also:

1 + 2 = 3
bzw. [A] + [B] = [C]
bzw. [{ka} + [{ko, kcH = [{ka} U {kb, ke}l = [{ka, kb, kc}] = [{Kd, ke, ki}]

Addiert man zu der Aquivalenzklasse, die durch eine Menge mit einem Element représentiert wird,
eine Aquivalenzklasse, die durch eine Menge mit zwei Elementen reprisentiert wird, so erhalt man
eine Aquivalenzklasse, die durch eine Menge mit drei Elementen reprasentiert wird.

213 Sjiehe: Raudies, M.: Grundlegende Begriffe der Mathematik, 2017, S. 65
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14.3.3 Beispielhafte Definition einer Operation: Subtraktion *)

Seien a und b beliebige natiirliche Zahlen und a = [A] sowie b = [B], wobei B € A. Dann heiRt die
natirliche Zahl c = [A \ B] die Differenz a - b von a und b.
Die Operation {(a, b) = c | a, b € N A c=a-b }heiBt Subtraktion im Bereich der nat. Zahlen.

Beispiel:
Man betrachte folgende Mengen:

A ={s1, s, s3}
B= {52, S3}
C={s1}

Hierbei seien s; ... s3 beliebige voneinander verschiedene Elemente.
Es gilt offensichtlich: B S A
Seien a und b beliebige natirliche Zahlen, z.B. seia=3 und b = 2.

Dann ist a = [A] die Aquivalenzklasse, die alle Mengen (z.B. die Menge A) mit drei Element enthélt
und b = [B] die Aquivalenzklasse, die alle Mengen (z.B. die Menge B) mit zwei Elementen enthilt.

Es gilt: A\ B ={s1, s, s3} \ {s2, s3} = {s1} = C
Somit enthalt die Menge A \ B ein Element und es gilt: [A \ B] = [C]

Die natiirliche Zahl c = [C] ist die Aquivalenzklasse, die alle Mengen mit einem Element
(z.B. C={s1}) enthélt. Nach der Definition der Subtraktion gilt also:

3 - 2 = 1
bzw. [A] - [B] = [C]
bzw. [{s1, 52,831 - [{s2, s3}] = [{s1, s2, s3} \ {s2, s3}] = [{s1}] = [{s2}] = [{s3}]

Subtrahiert man von der Aquivalenzklasse, die durch eine Menge mit drei Elementen reprisentiert
wird, eine Aquivalenzklasse, die durch eine Menge mit zwei Elementen reprisentiert wird, so
erhilt man eine Aquivalenzklasse, die durch eine Menge mit einem Element représentiert wird.
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15 Die natirlichen Zahlen als Ordinalzahlen

15.1 Peano-Axiome 214

Eine Menge N zusammen mit einer Nachfolger-Funktion v (gelesen: ,nii“) heiRt Menge der
natlrlichen Zahlen genau dann, wenn gilt:

(Peanol) 0 € N (Die Null ist eine natdrliche
Zahl.)
(Peano2) FiralleneNgilt: v(n) #0 (Die Null ist kein Nachfolger

einer naturlichen Zahl.)

(Peano 3) Firallem, n € N gilt: (Verschiedene Zahlen haben
m#n =>v(m)# v(n) verschiedenen Nachfolger.)
(Peano 4) (Induktionsaxiom)
H(0) /\/\[H(n) S Hn+1]|> /\H(n)
neN neN

(Wenn eine Aussage H fiir n=0 gilt und fir alle natlirlichen Zahlen n gilt, dass, wenn
die Aussage H fiir n gilt, sie auch fiir n+1 gilt, dann gilt die Aussage H auch fiir alle
natlrlichen Zahlen n.)

15.1.1 Definition der Ziffern

(Eins) 1:= v(0) (Die Eins ist der Nachfolger der Null.)
(Zwei) 2:= v(1) (Die Zwei ist der Nachfolger der Eins.)
(Drei) 3:= v(2) (Die Drei ist der Nachfolger der Zwei.)

214 Sjehe auch: Lehmann, |.: Faszination Mathematik: 2.2 Zahlaspekte, 2018, S. 5ff

- 254 -



15.1.2 Beispielhafte Definition einer Operation: Addition *)

Die Definition der Addition erfolgt mithilfe der Nachfolger-Funktion v:

Fur beliebige x,y € Ngilt:

(Add1) x+1:= v(x) (Der Ausdruck ,x + v (y)“ lasst sich

(Add2) x+vy):=vix+y) durch (Add2) schrittweise in einen
Ausdruck umformen, der ,x + 1“

enthalt (Add1).)

Setzt man (Add1) in (Add2) ein, erhalt man alternativ:

(Add2)’ x+(y+1D):=(x+y)+1 (Grundlage fiir das Assoziativgesetz)

15.1.3 Rechenbeispiel 5 + 3 *)

Aufgrund der rekursiven Definition der Addition lasst sich der Term 5 + 3 wie folgt umformen:

Drei Add2 Zwei

543 =25+v(2) = v(5+2) = v(5+v(1))

Add1

2\/(\/(5+1)) = v (V(V(S)))

A

13s

Aufgrund der Definition der Ziffern ergibt sich:

1% (v(v(S))) = v(v(6)) =v(7)=8

Hieraus ergibt sich:

,Summe”
|
[ \
5 + 3 = 8
I 1 )
[ | [ \ | |
,1. Summand” ,,2. Summand“ ,Wert der Summe*
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15.2 Das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion

Mithilfe des Beweisverfahrens der vollstandigen Induktion lassen sich Aussagen Uber natiirliche
Zahlen beweisen. Diese konnen sich z.B. auf Summenformeln oder Teilbarkeitsaussagen beziehen.

15.2.1 Notation mit dem Summenzeichen?'®

Endwert Funktion bzgl.

\"“-, der Laufvariable
5 -

Z a(k)

k=1
TN

Laufvariable/ Startwert
Laufindex

Beispiele:

Summe der natirlichen Zahlen von 1 bis 15 mit Additionszeichen:
1+24+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15=120
oder kirzer geschrieben mit Additionszeichen:
1+2+3+ ... +13+14+15=120

oder mit Summenzeichen:

15

ZkleO

k=1

Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n:
14243+ .. +(n=-2)+(n—1)+n
oder mit Summenzeichen:

Sk

k=1

215 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Summe#Notation mit dem Summenzeichen
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Ubung:
Schreiben Sie die Summe der geraden Zahlen von 2 bis 16 auf:

mit Additionszeichen:

mit Summenzeichen:

Schreiben Sie die Summe der geraden Zahlen von 2 bis 2n auf:

mit Additionszeichen:

mit Summenzeichen:

Schreiben Sie die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 15 auf:

mit Additionszeichen:

mit Summenzeichen:

Schreiben Sie die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n+1 auf:

mit Additionszeichen:

mit Summenzeichen:
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Ubung:

Schreiben Sie die Summe der geraden Zahlen von 2 bis 16 auf:
mit Additionszeichen:
2+4+6+8+10+12+14+16=72

mit Summenzeichen:

2k =72

&
1l oo
=

Schreiben Sie die Summe der geraden Zahlen von 2 bis 2n auf:
mit Additionszeichen:
2+4+6+ ... +2(n—2)+2(n—-1)+2n

mit Summenzeichen:

n
z 2k
k=1

Schreiben Sie die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 15 auf:

mit Additionszeichen:
1+34+54+7+4+9+4+11+13+ 15 = 64

mit Summenzeichen:

7
Z(Zk +1) = 64
k=0

Schreiben Sie die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n+1 auf:

mit Additionszeichen:

14345+ . +2—-2)+D+Rn-D+1D+@2n+1)

mit Summenzeichen:

kZO(Zk +1)
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15.2.2 Logische Struktur des Beweisverfahrens der vollstandigen Induktion?1®

Sei H(n) eine Aussage(form) fiir eine natdiirliche Zahl n. Diese Aussage lasst sich fir eine spezielle Zahl, z.B. n =0
L ) o : . . : . -~ H(n)
leicht Uberpriifen. Gilt die Aussage jedoch fiir alle natirrlichen Zahlen, spricht man von einer Allaussage und schreibt:

Eine solche Allaussage beweist man durch das Beweisverfahren derlvollsténdigen Induktion
|

H(O) A [He = Ha+D] | = N\H@

\
nenN Y Y nenN
,Induktionsvoraussetzung” ,Induktionsbehauptung” -

(oder ,Induktionsannahme®)

\ J | Y J \ Y J

1. Schritt: 2. Schritt:
»Induktionsanfang” yInduktionsschritt” (oder ,, Induktionsschluss” oder ,Schluss von n auf n+1“) Allaussage
(Der erste Dominostein fallt.) (Wenn ein Dominostein fallt, dann st6Bt er auch den nachfolgenden Stein um.) (Alle Steine fallen um.)

In Worten: Wenn eine Aussage H fir n = 0 gilt und fir alle natirlichen Zahlen n gilt, dass, wenn die Aussage H fiir n gilt, sie auch fiir n + 1 gilt, dann gilt

die Aussage H auch fiir alle natirlichen Zahlen n.

Gilt eine Aussage H erst fiir alle natirlichen Zahlen, die gréfSer oder gleich einer natirlichen Zahl n, (z.B. ny = 1) sind, beweist man sie wie folgt:

[H(no) A MApen [(nZnO/\H(n) ):> H(n+1)]] = Menln=ng = Hn) |

216 Sjehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 2.3 Beweistechniken fiir die natiirlichen Zahlen, 2018, S. 1ff
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15.2.3 Beweis durch vollstandige Induktion (GauRsche Summenformel)

n-(n+1)

Sei H(n): Die Summe der natirlichen Zahlen von 0 bis n ist gleich >

Veranschaulichung:
Widhlen = 4:

0+1+2+3+4=10

4-(4+1)_20_1O
2 2

Wiahlen = 10:

0+1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=255

10-(10+1) 110

> > =55

Da obige Aussage(form) fir n = 4 und n = 10 wabhr ist, wird vermutet, dass sie fiir alle n wahr
sein konnte. Hierfiir gibt es verschiedene gleichbedeutende Schreibweisen:

n-(m+1)

Fir alle naturlichen Zahlenngilt:  0+1+2+ ... +n—-2)+(n—-1) +n= 5

n-(r;+1)>

/\<0+1+2+... +(n-2)+(n-1) +n-=

neN

.. N, D)
Far alle natiirlichen Zahlen n gilt: Z k=——77—

2
k=0

AR-=52)

neN \ k=0
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a) Schreibweise mit Additionszeichen
_n-(n+1)

Fur alle natiirlichen Zahlen n gilt: 0+1+24+ ... +(n—=2)+(n—1) +n >

Beweis durch vollstandige Induktion

1. Induktionsanfang:

Wahle n = 0:

0-(0+1

0
2 2

Induktionsschritt (Schluss von n auf n + 1):
Fur alle n ist zu zeigen: Wenn H(n) gilt, dann gilt auch H(n + 1).

Induktionsvoraussetzung H(n):

0+1+2+ ... +(n—2)+(n—1)+n=—n'(nz+1)
Induktionsbehauptung H(n + 1):
0+1+4+2+ .. +((n+1)—2)+((n+1)—1)+(n+1):(n+1)'((2n+1)+1)

_(+1D)-(n+2) n’+n-2+1-n+1-2 n*+3n+2
B 2 B 2 B 2

Beweis (Ausgangspunkt ist linke Seite der Induktionsbehauptung):

0O+14+2+ ... +(n+DH)-2)+(n+DH-D+n+1)

+n-2)+(n—-1D+n+(m+1)

=04+1+2+ ...
\ J
Y
L.V. n(n+1)
2 _— 1
> +(n+1)

n-(n+1) 2-(n+1)
~ T2 T2

n-(m+1D+2-(n+1) n*+3n+2
- 2 B 2

Wenn die Induktionsvoraussetzung gilt, ist somit die Induktionsbehauptung bewiesen. Aus dem
Induktionsanfang und dem Induktionsschritt folgt die Giltigkeit der zu beweisenden Allaussage.
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b) Schreibweise mit Summenzeichen

Zu zeigen ist:

) . : n-(n+1)
Far alle natirlichen Zahlen n gilt: Z k = B —

Beweis durch vollstandige Induktion

1. Induktionsanfang:
Wahle n = 0:

0
0-(0+1 0
Zk ( ) O_E

k=0
2. Induktionsschritt (Schluss von n auf n + 1):
Fur alle n ist zu zeigen: Wenn H(n) gilt, dann gilt auch H(n + 1).
Induktionsvoraussetzung H(n):
" n(i+ D
n-(n
D k=
k=0

Induktionsbehauptung H(n + 1):

’fk:(n+1)-((n+1)+1)_(n+1)-(n+2)_n2+3n+2

2 N 2 N 2
Beweis:
n+1 n
Zk=<2k>+(n+1)
k=0 k=0
Vn-(m+1 ‘(n+1) 2-(n+1
~ BT (n )+(n+1)=n(n )+ (n+1)

2 2 2

n-(m+1)+2-(n+1) n*+3n+2
B 2 B 2

Wenn die Induktionsvoraussetzung gilt, ist somit die Induktionsbehauptung bewiesen. Aus dem
Induktionsanfang und dem Induktionsschritt folgt die Gultigkeit der zu beweisenden Allaussage.
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15.2.4 Beweis durch vollstandige Induktion (Beispiel 2)

Sei H(n): Die Zahl 9 ist Teiler der Differenz zwischen den Zahlen 10™ und 1.
In Symbolschreibweise ergibt dies fur H(n): 9] (10" — 1)

Diese Aussage gilt fur alle natirlichen Zahlen, also schreibt man:

J\io1aom -

neN

Beweis durch vollstandige Induktion

1. Induktionsanfang:

Wahle n=0. Dann ergibt sich fiir H(0):
[91(10°-D]e[9(1-1D]=[9]0]

9 | 0 ist eine wahre Aussage. Somit ist H(0) wahr.

2. Induktionsschritt (Schluss von n auf n + 1):
Fur alle n ist zu zeigen: Wenn H (n) gilt, dann gilt auch H(n + 1).

Induktionsvoraussetzung H(n): Induktionsbehauptung H(n + 1):

9| (10" —1) 9| (10" — 1)

Beweis des Induktionsschritts:
Man kann nun die Induktionsbehauptung H(n+1) nachweisen, indem man die
Induktionsvoraussetzung H(n) geschickt anwendet.

Hierzu betrachte man folgende Umwandlung:
10"t —-1=10-10"-1=(1+9)-10"-1=10"+9-10"—-1=9-10"+ 10" — 1

\_Y_l \ ) \ )
Y Y

* % %k * %k ¥

Der Term 10" — 1 (siehe **) ist nach Induktionsvoraussetzung durch 9 teilbar.
Der Term 9 - 10" (siehe *) ist offensichtlich auch durch 9 teilbar. Somit ist auch die Summe
der beiden, also der Term 10"™** — 1 (siehe ***) durch 9 teilbar?'” und die

Induktionsbehauptung ware gezeigt.

Nach dem Induktionsanfang ist nun auch der Induktionsschritt vollzogen und es wurde

somit bewiesen, dass gilt: /\[9 | (10" — 1)]

neN

217 Sjehe auch: Lehmann, |.: Faszination Mathematik: 2.7 Teilbarkeit / Summen- und Produktregel, 2018, S. 2
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15.2.5 Beweis durch vollstandige Induktion (Beispiel 3)

Fur alle nattrlichen Zahlen n gilt: 5| (6™ + 4)

(Beachten Sie, dass die Null zu den natiirlichen Zahlen gehort.)

Beweis durch vollstandige Induktion

1. Induktionsanfang:

Wiahle n =0:

5/(6°+4)e5]5
5|5 ist wahr, da ein x(= 1) existiert, so dass gilt: 5- x = 5.

2. Induktionsschritt (Schluss von n auf n + 1):

Fur alle n ist zu zeigen: Wenn H(n) gilt, dann gilt auch H(n + 1).

Induktionsvoraussetzung H(n):
5|(6™"+4)

Induktionsbehauptung H(n + 1):
5] (6™ +4)

Beweis:
5] (6™ +4)
©5|(6-6"+4)
o5|(5+1)-6"+4)
©5|(G-6"+6m"+4)

] \
T T

durch 5 1.V.
teilbar

(Nach Anwendung von Produkt- und Summenregel gilt:)

Wenn die Induktionsvoraussetzung gilt, ist somit die Induktionsbehauptung bewiesen. Aus dem
Induktionsanfang und dem Induktionsschritt folgt die Gultigkeit der zu beweisenden Allaussage.

- 264 -



15.2.6 Beweis durch vollstandige Induktion (Beispiel 4)

Man betrachte folgende Aussage H(n):

,Die Summe der ersten n geraden Zahlen ist gleich dem Produkt aus n und n+1.”

In Symbolschreibweise ergibt dies fir H(n):

l

n
2i=n-(n+1)
=0

Diese Aussage gilt fur alle natiirlichen Zahlen, also schreibt man:

/\(imzn-(nﬂ))

neN \i=0

Beweis durch vollstandige Induktion

1. Induktionsanfang:
Wahle n=0. Dann ergibt sich fiir H(0):

0
ZZi=2-O=O=O-(O+1)
i=0

Dies ist eine wahre Aussage. Somit ist H(0) wahr.

2. Induktionsschritt (Schluss von n auf n + 1):
Fur alle n ist zu zeigen: Wenn H(n) gilt, dann gilt auch H(n + 1).

Induktionsvoraussetzung H(n): Induktionsbehauptung H(n + 1):
n n+1
D2i=n-(+1) D2i=@+1) ((+D+1)
‘—r—’ \—Y—J L Y J L , J
linke Seite rechte Seite linke Seite rechte Seite
der Ind.vor. der Ind.vor. der Ind.beh. der Ind.beh.

Beweis des Induktionsschritts:
Man kann nun die Induktionsbehauptung H(n+1) nachweisen, indem man die

Induktionsvoraussetzung H(n) geschickt anwendet.

Vorgehensweise: Man wandelt die linke Seite der Induktionsbehauptung schrittweise in die
rechte Seite der Induktionsbehauptung um. Hierbei ist die Induktionsvoraussetzung

anzuwenden.
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Trick:
Man versucht, die linke Seite der Induktionsbehauptung in einen Ausdruck umzuwandeln,
der die linke Seite der Induktionsvoraussetzung enthalt:

i=0

\_Y_J

§2i= <Zn:2i>+2-(n+1)

linke Seite linke Seite
der Ind.beh.  der Ind.vor.

Nun kann man die linke Seite der Induktionsvoraussetzung gegen die rechte Seite
der Induktionsvoraussetzung austauschen und zusammenfassen:

n Ind.vor.
ZZi +2:-n+1) 2 n-m+D+2-n+1)=n>+n+2n+2

i=0

- L J
— '
. . rechte Seite zusammengefasster
linke Seite
der Ind.vor. Ausdruck
der Ind.vor.

Dieser zusammengefasste Ausdruck ist gleich der rechten Seite der Induktionsbehauptung:

m+1) ((n+D+1)=(n+1)-(n+2)=n*+2n+n+2=n>+n+2n+2

Y \ Y J

rechte Seite zusammengefasster
der Ind.beh. Ausdruck

Somit ware die Induktionsbehauptung gezeigt. Hier die vollstandige Gleichung:

nti n Ind.vor.

ZZiZ ZZi +2-n+1) 2 n-m+D+2-n+1)=n*+n+2n+2
—_ L —

linke Seite linke Seite rechte Seite
der Ind.beh.  der Ind.vor. der Ind.vor.

=n’+2n+n+2=mn+1) - n+2)=n+1-(n+1+1)

T

rechte Seite
der Ind.beh.

Aus dieser Gleichung ist fiuir alle nEN abzulesen: Wenn die Induktionsvoraussetzung gilt,
dann gilt auch die Induktionsbehauptung: A,en[H(n) = H(n + 1)]

Nach dem Induktionsanfang ist nun auch der Induktionsschritt vollzogen und es wurde
somit bewiesen, dass gilt: ApenQio2i =n-(n+ 1))
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15.2.7 Beweis durch vollstandige Induktion (Beispiel 5) *)

Sei H(n): ,,Die Menge M = {1, 2,3, ..., n} hat genau 2" Teilmengen.”
Beispiel zur Konkretisierung:
Sein =4.Dannist M = {1, 2,3, 4}

Es gibt folgende 2* = 16 Teilmengen von M:

{}

{1}, {2} {3}, {4},

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, 3, 4},
{1,2,3},{1,2,4},{1, 3,4}, {2, 3, 4},
{1,2,3,4}

Die Aussage H(n) gilt fur alle natirlichen Zahlen, also schreibt man:

/\ H(n)

Beweis durch vollstandige Induktion

1. Induktionsanfang:

Wahle n=0. Dann ergibt sich fur H(0):

Die Menge M = { } besitzt 2° = 1 Teilmengen. Dies ist eine wahre Aussage, da
die leere Menge nur sich selbst als Teilmenge besitzt.

Zusatzbeispiel: Wahle n=1. Dann ergibt sich fir H(1):

Die Menge M = {1} besitzt 21 = 2 Teilmengen. Dies ist eine wahre Aussage, da
die Menge M = {1} nur die leere Menge und {1} als Teilmengen besitzt.

2. Induktionsschritt (Schluss von n auf n + 1):
Fur alle n ist zu zeigen: Wenn H(n) gilt, dann gilt auch H(n + 1).

Induktionsvoraussetzung H(n): Induktionsbehauptung H(n + 1):
,Die Menge M ={1,2,3,...,n} ,Die MengeM =1{1,2,3,...,n,n+ 1}
hat genau 2" Teilmengen.” hat genau 2™*! Teilmengen.”
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Beweis des Induktionsschritts:
Man kann nun die Induktionsbehauptung H(n+1) nachweisen, indem man die
Induktionsvoraussetzung H(n) geschickt anwendet.

Man betrachte Die Menge mit n+1 Elementen: M ={1,2,3,...,n,n+ 1}

Die Potenzmenge von M, also die Menge aller Teilmengen von M, bezeichnet man mit (M).
L(M) unterteilt man nun in zwei disjunkte Teilmengen M1 und My:

M1 = {alle Teilmengen von M, die n+1 nicht enthalten}
M; = {alle Teilmengen von M, die n+1 enthalten}

Die Menge M hat nach Induktionsvoraussetzung genau 2" Teilmengen.

Die Menge M3 hat nach jedoch ebenfalls genau 2™ Teilmengen, da jede dieser Teilmengen
dadurch entsteht, dass man {n+1} mit genau einer Teilmenge aus M1 vereinigt:

Veranschaulichung der Mengenbildung am Beispiel firn =3 und n+1 =4

My = { M2 ={
{} {4},
{1}, {2} .43}, {1, 4}, {2, 4}, {3, 4},
{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2,4}, 11, 3,4}, {2, 3, 4},
{1, 2, 3} {1, 2, 3, 4}
} }
( J ( J
Y Y
23 = 8 Teilmengen 2% = 8 Teilmengen

M1 hat 2™ Teilmengen und M3 hat 2™ Teilmengen. Da M1 und M disjunkt sind, hat die
Vereinigungsmenge ®(M) dann 2™ + 2™ = 2 - 2™ = 2"*! Elemente.

Wenn die Potenzmenge ®(M) genau 2™*! Elemente enthilt, bedeutet dies, dass die Menge
M genau 2™*1 Teilmengen hat.

Man hat also gezeigt:
Wenn die Induktionsvoraussetzung gilt, dann gilt auch die Induktionsbehauptung:

/\[H(n) = Hn+ 1)]

neN

Nach dem Induktionsanfang ist nun auch der Induktionsschritt vollzogen und es wurde
somit bewiesen:

Fur alle nattrlichen Zahlen gilt: ,,Die Menge M = {1, 2, 3, ..., n} hat genau 2" Teilmengen.”
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15.2.8 Voribungen zum Beispiel 6

a) Potenzgesetze (1)

Es gelten die Potenzgesetze?®®, z.B. gilt fiir beliebige reelle Zahlen r und s (mit a > 0):

a”s = (a") S

Beispiel: Uberpriifen Sie obiges Potenzgesetz mita = 4,7 =3 und s = 2.

Losung: a™s =(@")°’
432 = (43) 2

46 = (64)2

4096 = 4096

b) Potenzgesetze (2)

Es gilt fir beliebige reelle Zahlen r und s (mit a > 0):
aT+S — aT . aS
Spezialfall: s =1

r+1=ar_a

Uberpriifen Sie obigen Spezialfall mita =4 und r=3.

Lésung: atl=a"a
43+1 — 43 -4
44 = 43 -4

4-4-4-4=4-4-4-4

256 = 256

218 Siehe Potenzgesetze: https://de.wikipedia.org/wiki/Potenz (Mathematik)#Potenzgesetze
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c) Ausklammern

Distributivgesetz: Fir alle reellen Zahlen a, b und c gilt:
a-(b+c)=a-b+a-c

Mit anderen Worten:

Ausder Summe a-b+a-c kann a ausgeklammert werden:

a-b+a-c=a-(b+c)

Beispiel 1: Aus der Summe 47 -2 + 47 - 3 kann die 47 ausgeklammert werden:

47 -2+ 47-3 =47 (2+3)

Beispiel 2: Aus der Summe 94 4 141 kann die 47 ausgeklammert werden:

94+ 141 =47-24+47-3=47-(2+3)

d) Null addieren, Summanden vertauschen und gemeinsame Faktoren ausklammern

Zu jeder Summe lasst sich eine Null addieren, ohne dass sich der Wert der Summe verandert:
a+b=a+b+0
Diese Null lasst sich folgendermalien darstellen:
0=x—x
Folgende Darstellung ergibt sich:

a+b=a+b+0=a+b+x—x

Weiterhin seien: a=q-r
b=
x=r-t

Dann lasst sich die Summe a + b folgendermalien darstellen:
a+b=qr+b+r-t—r-t

Anwendung des Kommutativgesetzes der Addition:
a+b=qr—r-t+r-t+b>b

Ausklammern gemeinsamer Faktoren:

a+b=r-(q—t)+r-t+b
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Beispiel 1:

Seien a=7"-7
b=5
x=7"-6

Dann lasst sich die Summe a + b folgendermalien darstellen:
a+b=7"-7+5+7"-6-7"-6
Anwendung des Kommutativgesetzes der Addition:
a+b=7"-7-7"-6+5+7"-6
Ausklammern gemeinsamer Faktoren:

a+b=7"-(7—6)+5+7"6

Zusammenfassen:

a+b=7"+5+4+7"-6
Ubung 1:
Seien a=9"-9

b=-1

x=9"-8

Dann lasst sich die Summe a + b folgendermallen darstellen:
a+b=

Anwendung des Kommutativgesetzes der Addition:
a+b=

Ausklammern gemeinsamer Faktoren:
at+b=

Zusammenfassen:

a+b=
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Losung 1:

Seien a=9"-9
b=-1
x=9"-8

Dann lasst sich die Summe a + b folgendermalien darstellen:
a+bhb=9"-9-14+9"-8-9"-8
Anwendung des Kommutativgesetzes der Addition:
a+b=9"-9-9"-8—-1+9"-8
Ausklammern gemeinsamer Faktoren:

a+bhb=9"-(9-8)—-1+9"-8

Zusammenfassen:
a+b=9"—-1+9"-8

Beispiel 2:

Seien a=(75)"-7?
b=-2"-2
x=(7%)"-2

Dann lasst sich die Summe a + b folgendermalien darstellen:
a+b=7H"-72 =202+ (72— (7H)"-2

Anwendung des Kommutativgesetzes der Addition:
a+b=7H"7*=7H" 2+ (7H"-2-2"-2

Ausklammern gemeinsamer Faktoren:
a+b=7H"72-7H"- 24+ (7H"-2-2"2

a+b=7H" (72 =2)+ ((7H)"-2™)-2
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15.2.9 Beweis durch vollstandige Induktion (Beispiel 6)

Fur alle nattrlichen Zahlen n gilt: 47 | (7(2'n) — 2“)

Beweis durch vollstandige Induktion

1. Induktionsanfang:

Wihlen=0: 47| (7?9 -20)o47|(1-1)<47]0
47| 0 ist wahr, da ein x(= 0) existiert, so dass gilt: 47 - x = 0.

2. Induktionsschritt (Schluss von n auf n + 1):
Fur alle n ist zu zeigen: Wenn H(n) gilt, dann gilt auch H(n + 1).

Induktionsvoraussetzung H(n): 47 | (7@?™ —27)

Induktionsbehauptung H(n + 1): 47 | (7(2'(’”1)) — 2(”“))

Beweis:

47 | (7 (D) — 2(n+D)) | Potenzgesetz: a” = (a”)°
& 47| ((7HHD — 2(HD) | andere farbliche Hervorhebung
e 47| (79D — 20Dy | a1 =a" a
S 47| (7977 =2 2) | Trick: + 0
& 47| ((7H™72+0-2"-2) | Trick?1%: 0 = (7)™ -2 — (7)™ 2
& 47| (7O 7P+ (72— (7)) -2 =2"-2) | Summanden vertauschen
& 47| (772 = (72 + (72 =2"-2) | andere farbliche Hervorhebung
S 47| (772 = (7)) 2+ (72 -2 2) | (7%)™ bzw. 2 ausklammern
e A7|[((7H-(72=2)+2-((7H)" - 2M)) | zusammenfassen
e 47|((7H™- @A +2-((7H" -2M) | Potenzgesetz: a’ = (a")°
o 47 | (7<2'“) C(47) + 2+ (7™ - 2“))

S
durch 47 ™

teilbar

(Nach Anwendung von Produkt- und Summenregel gilt:)
Wenn die Induktionsvoraussetzung gilt, ist somit die Induktionsbehauptung bewiesen. Aus dem

Induktionsanfang und dem Induktionsschritt folgt die Glltigkeit der zu beweisenden Allaussage.

219 Die Null ist hierbei so zu wihlen, dass sie dabei hilft, durch geschickte Umformungen eine Summe zu erhalten, deren
einer Summand den Faktor 47 enthalt und deren anderer Summand nach I.V. durch 47 teilbar ist.
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15.2.10 Beweis durch vollstandige Induktion (weitere Beispiele)

Bitte auf die Bilder klicken:

Vollstandige
Wli Induktion
2 -2-2."
k=1
Vollstandige
emag|  Induktion
@ l 7‘6//7‘ nl*“
S 9:24 |

Volistéandige
ol Induktion
@ Z_(ZH): n'
k=1 7:39
Volistindige
m Induktion
6| -

Vollstindige
% Induktion
n n(n+1)
Zk: 2
£
Vollstindige
m Induktion

®

lefzn“é
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https://youtu.be/G1Gb5Laaanc
https://youtu.be/fneHyNl6Uaw
https://youtu.be/Pn6LQe6bkSw
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https://youtu.be/7QkveYCF3LQ
https://youtu.be/aSNtRIpREjs

16 Zahlenbereichserweiterungen (Z, Q. (=B), Q, R)

16.1 Einfihrung der ganzen Zahlen iiber Aquivalenzklassen *)

Erinnerung:

Def.: Eine natiirliche Zahl ist eine Aquivalenzklasse gleichméchtiger endlicher Mengen.?2°

Einfihrung der ganzen Zahlen iber Aquivalenzklassen:

Def.: Eine ganze Zahl ist eine Aquivalenzklasse differenzengleicher Paare aus der
Produktmenge N X N beziiglich der Relation ~, wobei gilt:

(x1,%2) ~ (Y, Y2) i © X1ty = 2+

Hinweis:
X, + Y, = x5 + 7y, ist gleichbedeutend mit der Differenzengleichheit x; —x, = y; —y,

(Diese wird jedoch in der Definition nicht verwendet, da hierbei negative Zahlen entstehen kénnten,

die bisher aber noch nicht bekannt sind.)

Beispiele:

Begriindung durch Definition  Begriindung durch Differenzengleichheit
(0,6) ~(1,7) 0+7=6+1 0—-6=1-7
(6,0)~(7,1) 6+1=0+7 6—-0=7-1

Unerwahnt ist bisher, welche ganze Zahl z.B. durch die Zahlenpaare (0, 6), (1, 7) oder (2, 8) oder
(3, 9) usw. reprasentiert wird - Es ist die Zahl 6, die fir die Verschiebung auf dem Zahlenstrahl

steht?2!:

0 | 2 & 4 5 6 7 8 9 10 11

Die Zahlenpaare (6, 0) oder (7, 1) oder (8, 2) stehen demnach fiir eine Verschiebung um -6.

220 Sjehe auch: Raudies, M.: Grundlegende Begriffe der Mathematik, Potsdam 2017, S. 62
221 Aus: Scheid, H. /Schwarz, W.: Elemente der Arithmetik und Algebra, Springer Spektrum, S. 276
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Will man umgekehrt die Zahlenpaare zur ganzen Zahl 6 ermitteln, kann dies tGiber Ermittlung der
Losungspaare folgender Gleichung erfolgen:

x1+6= xZ

X1+ (=6) = x;

Losungenz.B.: 6+ (—6)= 0
7+ (—-6)=1
8+ (—6)= 2
Zusammenfassung:
ganze Zahl | Aquivalenzklasse Reprasentant weitere Reprasentanten
+6 [(0, 6)] (0, 6) (1,7),(2,8),(3,9), (4, 10), (5, 11), ...
-6 [(6, 0)] (6, 0) (7,1),(8,2),(9,3),(10, 4), (11, 5), ...

16.2 Einfuhrung der ganzen Zahlen Uber die Erweiterung des Zahlenstrahls

Im Mathematikunterricht in der Schule werden die ganzen Zahlen durch einen Anbau an die
natirlichen Zahlen durchgefiihrt: Jedes Element von N erhalt ein entsprechendes negatives

Element:

Die ganzen Zahlen Z

Element in N

zugehoriges negatives Element

-5

101 -101
5312 -5312

Geometrisch bedeutet dies eine Spiegelung des Zahlenstrahls am Nullpunkt?222:

222 Auys: Lehmann, |.: Faszination Mathematik: 3. Arithmetik/ Ganze Zahlen, 2018, S. 1
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Der Zahlenstrahl, welcher die natiirlichen Zahlen reprasentiert, wird bei den ganzen Zahlen zur
Zahlengeraden.

16.3 Einfiihrung der rationalen Zahlen iiber Aquivalenzklassen *)

Def.: Eine rationale Zahl ist eine Aquivalenzklasse quotientengleicher Paare aus der Produktmenge
Z X Z beziglich der Relation ~, wobei gilt:

(x1,%2) ~ (Y1, ¥2) 1S X" Y2 = X" Y1
Hinweis:

X1*Y; = X'y, istgleichbedeutend mit der Quotientengleichheit X1 _ Y1
X2 Y2

(Dies wird jedoch in der Definition nicht verwendet, da hierbei rationale Zahlen verwendet werden
kdnnten, die durch die Definition aber erst eingefiihrt werden.)

Beispiele:
Begriindung durch Definition | Begriindung durch Quotientengleichheit
(3,2) ~(6,4) 3-4=2-6 3 6
2 4
(2,3) ~ (4,6) 2:6=3-4 E_f
3 6
(3,2) + (4,6) 3-6% 2-4 3 4
2%%
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16.4 Einfuhrung der gebrochenen und rationalen Zahlen in der Schule

Im Mathematikunterricht in der Schule werden die (nichtnegativen) Briiche z.B. Giber Anteile an
einer Pizza eingeflihrt, welche in 6 Teile zerschnitten wird und auf 3 Kinder aufgeteilt werden soll.
Wieviel Stlicke bzw. welchen Anteil an der Pizza erhilt jedes Kind?

Die rationalen Zahlen werden dadurch eingefiihrt, dass zu jeder Bruchzahl die Gegenzahl
hinzugefiigt wird, also die Zahl, die auf der Zahlengeraden die vom Betrag her gleiche Entfernung
zur 0 besitzt.

Menge aller gebrochenen Zahlen

m
(oder Bruchzahlen)??3 Q, =B= { o | m,meEN A n# 0}

m
Menge der rationalen Zahlen Q { py | mmeZ A n# 0}

16.5 Einfihrung der reellen Zahlen iiber Aquivalenzklassen *)

Auf diese Art der Einflihrung soll an dieser Stelle verzichtet werden (Es handelt sich um
Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen).

16.6 Einfihrung der reellen Zahlen in der Schule

Die Gleichung x? = 2 lasst sich im Bereich der rationalen Zahlen nicht I6sen. Die beiden Lésungen

sind namlich V2 und —V2 , welche man als irrationale Zahlen bezeichnet. Irrationale Zahlen lassen
sich als Dezimalzahlen mit unendlich vielen Nachkommastellen, die jedoch nicht-periodisch sind (im
Gegensatz zu den Dezimalbriichen, siehe oben), darstellen.

Die rationalen Zahlen lassen sich durch einen Bruch (z.B. Z) reprasentieren. Bei den jrrationalen

Zahlen (z.B. v/2 ) ist dies nicht méglich. Die Vereinigung der rationalen und irrationalen Zahlen ergibt

die reellen Zahlen.

223 Sjehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 4. Arithmetik/ Gebrochene Zahlen, 2018, S. 3
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16.7 Ubersicht {iber die Zahlenbereiche

Zahlenbereiche

Menger der

Menge der
irrationalen Zahlen

Menge der reellen
Zahlen

Menge der Menge der ganzen Bruchzahlen Menge der (unendlich viele Veremi
natiirlichen Zahlen Zahlen (nichtnegative rationalen Zahlen | Nachkommastellen, ( etr,e'n'glung a;s
rationale Zahlen) die nichtperiodisch ~ rationajen un
sind) irrationalen Zahlen)
N Z Q. (=B) Q R
0 v v v v
2
2
1= -5 v v v
3
2= v v v
3
1 _
_ § = —0, 3 V V
V9 v v v v v
. v v
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17 Nahere Betrachtung der gebrochenen Zahlen

17.1 Darstellungsformen von gebrochenen Zahlen

Nachdem ein kurzer Uberblick tiber die Zahlenbereiche Z, B = Q., Q und R gegeben wurde, soll nun
der Zahlenbereich der gebrochenen Zahlen B = Q, ndher betrachtet werden:

Es gibt folgende Darstellungsformen von gebrochenen Zahlen:

Bezeichnuneen Bruchdarstellung Dezimalbruchdarstellung
g gebrochener Zahlen gebrochener Zahlen

Kurzform Bruch Dezimalbruch

. . a
Schreibweise 5 ZmZm-1 2120, Z—1 - Zn-1Zn
Erlduterung a: Zahler, b: Nenner z;: Ziffer

98.765
Beispiel 6.172,8125
16

Variablenbelegung a = 98.765 Z3 =6;2, = 1,2, =7;29 = 2;
im Beispiel b=16 Z1=8z,=1,z3=2,z3=05;

Hinweis: Der Bruch % ist eigentlich keine gebrochene Zahl, sondern nur ein Repréisentant der
gebrochenen Zahl. Gleiches gilt fiir einen Dezimalbruch. Die Aquivalenzklasse, die durch den Bruch %

reprasentiert wird, ist die gebrochene Zahl.

Die Briiche % und % sowie der Dezimalbruch 0,5 sind also Reprasentanten der gleichen gebrochenen
Zahl, d.h. sie liegen in der gleichen Aquivalenzklasse. Also gilt: E] = E] = [0,5]. Normalerweise

schreibt man jedoch: % = % =0,5.

17.2 Umwandlung eines Bruchs in einen Dezimalbruch

Um einen Bruch in einen Dezimalbruch umzuwandeln, verwendet man den Divisionsalgorithmus.
Hierbei konnen, wie nachfolgend beschrieben, mehrere Fille unterschieden werden.
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17.2.1 Fallunterscheidungen bei der Dezimalbruchentwicklung®?*

Dezimalbruch

endlich (abbrechend), z.B.: periodisch (nichtabbrechend)
10300
= 25,75
400 reinperiodisch, z.B.: gemischtperiodisch, z.B.:
10099 33,3 v 0,32142857
300 280
oder
10090 12,19512
820

Die Unterschiede werden deutlich, wenn man den Divisionsalgorithmus in den 3 Fallen betrachtet.

10300
a) Divisionsalgorithmus??> der endlichen (abbrechenden) Zahl T 25,75

10300: 400 2 025,75
000 |
0o 0
1030

B 00

0 0 0
2300
000
2 00
3000
B0O0
2 00
2000

ooo
2 00

o>

Der Algorithmus bricht ab, da ab einem gewissen Schritt der Rest 0 entsteht. Dieser wiirde

nachfolgend nur noch zu weiteren Nullen fiihren. Es gilt folgende Gleichung:

10300—2575—25+7+ > + 0
400 7T 10 100 1000

224 Sjehe auch: Lehmann, |.: Faszination Mathematik: 4. Arithmetik/ Gebrochene Zahlen, 2018, S. 19
225 Sjehe auch: Dezimalbruchentwicklung.xlsx

-281-


https://mathe.xyz/mod/folder/view.php?id=4508

Ubung: Wandeln Sie

mit Hilfe des Divisionsalgorithmus in einen Dezimalbruch um.?%¢

10149
200

7 4 5
0 50 + —— + ——+ ——

2 1{}3

10149: 200

13

o050 ,7450000000

000 10t 10
[P

1014

go0a0
100

01489

o000
0 0 0
1490

4 00
100

0900

800
000
1000
ao0a0
100
o000

12

226 Sje kdnnen sich mit der Datei ,,Dezimalbruchentwicklung.xlsx“ weitere Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.
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10000 _
b) Divisionsalgorithmus der reinperiodischen (nichtabbrechenden) Zahl — =133,3

300

10000: 300= D33@333333333

000 |
o O
1000

900
0 00

1000
900
00 0o

1000

900
0 0.0

1.0 0
900
o 0 0
1000

900
o 0 0
1000

900
00 0

1000

900
00 0

1000

900
00 0o

1000

S 00
0 00

1000
900
00 o
1000
900
00O
1000
500
000
1000

Der Algorithmus bricht nie ab. Von Beginn an entsteht immer der gleiche Rest 100. Es gilt folgende
Gleichung:

10000 333 334 100 234 100
300  T7'T T 300 300+ 100
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- . 500 . . P . . . .
Ubung: Wandeln Sie 200 mit Hilfe des Divisionsalgorithmus in einen Dezimalbruch um.??’

13

00500: 300

000
00
0050 200
[ ] +

00 0 0
0500 300 - 10

300
0 0 0

2000

800
100
2000

B0O0
100

2000 Hinweis: Falls ein sich wiederholender Rest erkannt wird, wird dieser gelb

001 ,66bbbbBb6B6EG = 0 01

800 hinterlegt. Die Nachkommastelle nach diesem Rest ist der Beginn der Periode.
100

2000

227 Sje kénnen sich mit der Datei ,,Dezimalbruchentwicklung.xlsx“ weitere Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.
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1 —
c) Divisionsalgorithmus der reinperiodischen (nichtabbrechenden) Zahl M =12,19512

820

10000: 820 012 (1)9 5:1:2(1)9 5:1:2
000 |

o 0
1000

B 20
00 0

1800

640
100

B 20
000

7800

280
7 10

4 200

ooo0
4 1 0

1000
820
00 0
1800

B 40
100

820
0 0D
7800
280
7 10
4 200
00O0
4 10
1000
820
00D
1800
640
100
1600

Der Algorithmus bricht nie ab. Von Beginn an entsteht ein Rest 160, der sich zwar nicht direkt im
darauffolgenden Schritt, jedoch spater erneut ergibt, so dass sich ab dieser Stelle dann die Ziffernfolge
wiederholt. Dass zwischendurch bereits eine Ziffer-::}'::ensteht, spielt fur die Periodenlange keine Rolle.
Es gilt folgende Gleichung:

O 1219517 = 12 4~ = 12—
820 = - 820 820 - 100
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.. . 500 . ... o . o .
Ubung: Wandeln Sie e mit Hilfe des Divisionsalgorithmus in einen Dezimalbruch um.?%®

[12

oo0s500: 111

000
0D o
0050 56
[ ] +
000 o
0500 111 - 10
4 4 4
0 oo
0560
555
D oo
00350
000
0D 0o
0500 Hinweis: Falls ein sich wiederholender Rest erkannt wird, wird dieser gelb

004 ,5045045045 = 0 04

4 4 4 hinterlegt. Die Nachkommastelle nach diesem Rest ist der Beginn der Periode.
D 0O

0560

555
00 0

o050

228 Sje kdnnen sich mit der Datei ,,Dezimalbruchentwicklung.xlsx” weitere Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.
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90 _
d) Divisionsalgorithmus der gemischtperiodischen (nichtabbrechenden) Zahl 580 = 0,32142857

00090: 280 = 000,32@4235?@4
000 |
0 0

0009

000

0 0 0

0090

ooo0
000

0900

B 40
o 2 0
0600

4 60

280
000

1200
220
0 3 0
o800

Der Algorithmus bricht nie ab. Nicht von Beginn an (daher gemischtperiodisch), sondern erst an
spdterer Stelle entsteht ein Rest 40, der sich zwar nicht direkt im darauffolgenden Schritt, jedoch
spater erneut ergibt, so dass sich ab dieser Stelle dann die Ziffernfolge wiederholt. Es gilt folgendes:
2 40 3 2 40

90 _ 3
280 = 032142857 =0 70 100 T 280-100 = ° T 1ot T 10z T 280 102
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- . 500 . . P . . . .
Ubung: Wandeln Sie 550 mit Hilfe des Divisionsalgorithmus in einen Dezimalbruch um.??®

5 5]
00500: 880 % 000 ,5681818181 = 0 00 + —- + -
000 100 10°
o o
0050 720
000 +
D 0o 2
0500 880 - 10
000
D 0o
5000
[ ]
4 40
6000
880
4 4 0
7200 Hinweis: Falls ein sich wiederholender Rest erkannt wird, wird dieser gelb
440 hinterlegt. Die Nachkommastelle nach diesem Rest ist der Beginn der Periode.
6 &6 0
1600
880
000
7200
4 4 0
E & 0
1600

229 Sje kdnnen sich mit der Datei ,,Dezimalbruchentwicklung.xIsx“ weitere Ubungsaufgaben mit Rechenweg und Lésungen erzeugen.
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17.2.2 Wann besitzt ein Bruch eine endliche, reinperiodische oder
gemischtperiodische Dezimalbruchdarstellung?

a) Endliche Dezimalbruchdarstellung

Der vollstandig gekirzte (echte) Bruch % besitzt genau dann eine endliche Dezimalbruchdarstellung,

wenn der Nenner b ein Teiler von 10 oder einer hoheren Zehnerpotenz ist.

Hinweis: Wenn man eine Zahl durch 10* teilt, verschiebt sich das Komma um k Stellen nach links.

Beispiele:
1_1 1_5_05 1_25_025 1_2_02
1 210 4100 510
L_o° = 0,05 L4 = 0,04 L_ 2 =0,02 ! =0,01
20 100 25100 50 100 100
Lo = 0,005 L = 0,004 L = 0,002 ! = 0,001
200 1000 250 1000 500 1000 1000 '

b) Reinperiodische Dezimalbruchdarstellung

Der vollstandig gekirzte (echte) Bruch % besitzt genau dann eine reinperiodische Dezimalbruch-

darstellung, wenn der Nenner b weder den Primfaktor 2 noch den Primfaktor 5 enthalt.

Beispiele:
L3 03 U v Lo
3 9 7 999999 9
1 _09_0® 1 _076923_0m 1 _047619_0047619
1 99 13 999999 21 999999

c) Gemischtperiodische Dezimalbruchdarstellung *) 23°

230 Sjehe Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 5. Zahlenbereiche / Gebrochene Zahlen, 2019, S. 23
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17.3 Umwandlung eines Dezimalbruchs in einen Bruch

Dezimalbruch Formel?3! Beispiel
1,2345 =1 + 2 + ’ + i + >
’ B 101 102 103 104
endlich & G g In - 10 ' 100 ' 1000 ' 10000
T T T P TER T
_1+2000+ 300 . 40 . 5 _1+2345_2469
N 10000 10000 10000 10000 10000 2000
01— 11 1
77 101'—=1 10—-1 9
- P
o 0,1y -~ qg= - 18 18 18
reinperiodisch, < 1 112 s s — 0.18 = = S
P 10° =1 ’ 102—1_ 100—1 99 11
' 0. 57673 — 076923 76923 76923 1
(P: Periode) ' ~7106—1 1.000.000—1 999.999 13
reinperiodisch, > 1 =q,+ P 518=5+ 1 =5+ 19 —5+18—5+2
P ’ Qo 919z - s = o T 7557 T I02 1 2T 100-1 " T99” Y11

1. Abspaltung des endlichen Dezimalbruchs
2. reinperiodischen Dezimalbruch durch

1. 2.
N o 51218 £ 5,12+ 0,0018 = 5,12+0,18-1072
Multiplikation mit ein Zehnerpotenz

gemischtperiodisch

erzeugen 3 . 18 12 18 2817
3. Formel anwenden und Summe =512+ 102 — 1 107 =512 + 99 =5+ 100 " 9900 550
berechnen

231 Sjehe auch: Lehmann, I.: Faszination Mathematik: 4. Arithmetik/ Gebrochene Zahlen, 2018, S. 20 - 21
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Ubung?32:

Wandeln Sie den endlichen Dezimalbruch 4,52 in einen vollstandig gekirzten Bruch?33 um.

004,52

= oD4

+ 0,520000000

52

100

232 Sje kdnnen sich mit der Datei ,Umwandlung (periodischer) Dezimalbruch in Bruch.xlsx“ Ubungsaufgaben mit
Rechenweg und Losungen erzeugen.
233 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Bruchrechnung#Gemischte Br%C3%BCche
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Ubung?3*:

Wandeln Sie den reinperiodischen Dezimalbruch 0,81 (<1) in einen vollstindig gekiirzten Bruch um.

000,81
= 000
- 0,000000000
+ OEI
= 000
- 0,000000000
+ 0,§I o gk
= 000
- 0
- 8. }.---- - 10-0
102-1
0 81
= 0+ —— i
1 99
B 81 B 9
' 09 u

Abspaltung des endlichen Dezimalbruchs < 1

Reinperiodischer Dezimalbruch wurde (falls Periode
vorhanden) durch Multiplikation mit ein
Zehnerpotenz erzeugt.

Reinperiodischer Dezimalbruch wurde (falls Periode
vorhanden) mithilfe der Formel

B ——— P
09182 ~ %= 53

umgewandelt.

234 Sje kdnnen sich mit der Datei ,Umwandlung (periodischer) Dezimalbruch in Bruch.xlsx“ Ubungsaufgaben mit

Rechenweg und Losungen erzeugen.
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Ubung

235.

Wandeln Sie den reinperiodischen Dezimalbruch 23,45 (>1) in einen vollstandig gekiirzten Bruch um.

023,45

= 023 ]
+ 0,000000000 — Abspaltung des endlichen Dezimalbruchs < 1
+ 0,45 |
= 023 ]
Reinperiodischer Dezimalbruch wurde (falls Periode
+ 0,000000000 - vorhanden) durch Multiplikation mit ein
. Zehnerpotenz erzeugt.
+ 0,45 1 ]
= 023 ]
Reinperiodischer Dezimalbruch wurde (falls Periode
+ 0 vorhanden) mithilfe der Formel
| ) p
45 -0 R . - —_
. 10 419> s 10° —1
10%.1 ] umgewandelt.
] 45
= ] S — o —
1 99
2322 258
899 11

235 Sje kdnnen sich mit der Datei ,,Umwandlung (periodischer) Dezimalbruch in Bruch.xlsx“ Ubungsaufgaben mit
Rechenweg und Losungen erzeugen.
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Ubung?3®:

Wandeln Sie den gemischtperiodischen Dezimalbruch 0,0436 in einen vollstindig gekiirzten Bruch um.

000,0436
= 000 ]
+ 0,040000000 — Abspaltung des endlichen Dezimalbruchs < 1
+ 0,0036 |
= 000 ]
Reinperiodischer Dezimalbruch wurde (falls Periode
+ 0,040000000 - vorhanden) durch Multiplikation mit ein
_ Zehnerpotenz erzeugt.
+ 0,36 - 0,01 |
= 000 ]
Reinperiodischer Dezimalbruch wurde (falls Periode
- 0,04 vorhanden) mithilfe der Formel
L 3: E-___ 10 " 2 192 - 4s = 10° — 1
10%.1 | umgewandelt.
4 36
= 0 + = 4 szmmmmmmm—e
100 9900
432 12
93900 275

236 Sje kdnnen sich mit der Datei ,Umwandlung (periodischer) Dezimalbruch in Bruch.xlsx“ Ubungsaufgaben mit
Rechenweg und Losungen erzeugen.
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17.4 Zusammenhang natirlicher und gebrochener Zahlen (Bruchzahlen)

Die natirliche Zahl a wird mit der gebrochenen Zahl % identifiziert.

17.5 Anordnung der Bruchzahlen

17.5.1 Bruchzahlen auf dem Zahlenstrahl

,Jeder Bruch kann einem Punkt des Zahlenstrahls zugeordnet werden. Zwei Briiche, die durch
Erweitern (bzw. durch Kiirzen) auseinander hervorgehen, werden demselben Punkt zugeordnet.
Diese Briiche stellen dieselbe Bruchzahl (dieselbe gebrochene Zahl) dar. [...]

Beim Zuordnen der Briiche zu Punkten des Zahlenstrahls trifft man Punkte, denen bereits natiirliche
Zahlen zugeordnet sind.“%3’

Tt 9 1 3 5 3 T 2
0 23 2 4 1 a 2 4 2 2%
| | | =
l I ‘ T >
0 5
5 5 B 3
3 3
23
0,00 53
Beispiele:
1 12 2 13 3 _
2 22 4 2-3 6
3 32 6 33 9
4 4-2 8 4-3 12

237 pAus: Aus: Warmuth, E.: Mathematik in Ubersichten, 2015, S. 18
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17.5.2 Dichtheit der Bruchzahlen

Die gebrochenen Zahlen liegen dicht: Zwischen je zwei verschiedenen gebrochenen Zahlen liegen
unendlich viele gebrochene Zahlen. 238

17.5.3 Arithmetisches Mittel

Das arithmetische Mittel X zweier Zahlen a und b ist:

a+b
2

X =

Mithilfe des arithmetischen Mittels erhalt man eine Zahl, die zwischen a und b liegt.

Beispiel:
Seien 1 _
===0,3
=3
und
3
b=-=0,75
4
Dann ist das arithmetische Mittel
1 3 4 9 13
a+b 377 Tt 132 13
X = = = = =— = 10,5416
S 2 2 2 24

eine Zahl, die zwischen a und b liegt.

238 Sjehe auch: https://www.mathe-online.at/lernpfade/Lernpfad848/?kapitel=3
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18 Verhaltnisgleichungen?*®

Den Quotienten x : y nennt man das Verhdltnis von xzu y .

Seien x=[10 |[und vy=20

Das Verhaltnis von x zu y betragt dann  x:y = 10 :

X 10
bzw. = -
Y 20

Stellt man die Gleichung nach x um, erhalt man

-
[l

0,5
Also ist x (ungefahr) gleich dem 0,5 - fachen von y.

Das Verh3ltnis von y zu x betragt dann  y:x = 20 :

Y 20
bzw. = -
X 10

Stellt man die Gleichung nach y um, erh3dlt man
y = 2

Also ist y (ungefahr) gleich dem 2 - fachen von x.

[ ] Rechnungen ausblenden

Beispiele flur weitere Zahlenpaare, die zueinander

im Verhaltnis 1 : 2 stehen:

1 8 14 | 17 | 20 | 24 | 33

41

y 2 16 | 28 | 34 | 40 | 48 | 66

82

Es besteht Quotientengleichheit .

Die Funktion f mit der Funktionsgleichung

y =f(x) = 2 - X

ist eine proportionale Funktion.

x und y sind zueinander proportional.

239 Alle nachfolgenden Abbildungen entstammen der Datei ,Verhiltnisgleichungen.xlsx”, mit der Sie sich Ubungsaufgaben generieren kénnen.
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18.1 Beispiel fiir eine proportionale Zuordnung?4°

Die Groken Anzahl der Flaschen (x-Wert)
und Preis in € (y - Wert) sind direkt proportional .
Jedem x-Wert wird das 2 - fache seines Wertes zugeordnet.
-9 -3
" ,ga*”’#".ﬁ-ﬁmxi Zuordnungsvorschrift:
X 1 3 3 15 21 27 Xy = 2 - X
¥ 2 18 30 42 54
= -3
Proportionalitatsfaktor:
ly:x| 2 [ 2] 2] 2] 2] 2| m=y:x= 2
Quotientengleich heit
Diagramm:
50
]
a0
30
0 5
10
L
= X
20 5 30
Berechne mit dem Dreisatz (und vergleiche danach mit obiger Wertetabelle):
Wenn x= 21  ist, dannisty= 42 . WiegroRisty, wennx= 3 ist?
Wenn y= 54  ist, dannistx= 27 . WiegroRistx, wenny = 30 ist?
X Y X ¥
21 C 21 42 ) 121 o4 C 27 o4 ) o4
1 D 0,5 1
3 C 3 B -3 30 C 15 30 ) 30

240 Sjehe auch: Proportionale Funktionen, S. 108
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18.2 Umformen von Verhaltnisgleichungen

18.2.1 Beispiel 1

Das Verhdltnisvon xzuy betragt 1 : 2 [_] Rechnungen ausblenden
Wie grofs ist x, wenn y = 30 |ist? Wie grof ist y, wenn x = 27 ist?
Ansatz: X 1 Ansatz: X 1
y 2 y 2
Einsetzen von y: X 1 Einsetzen von x: 27 1
30 2 y 2
Umstellen nach x: 1 Umstellen nach y: 1
X = -— - 30 = 15 27 = — -y
2 2
2
y = 27 - -— = 54
1
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18.2.2 Beispiel 2

Das Verhdltnis von x zu y betragt | 4 |: 5
Das Verhdltnis von y 7u 7 betragt 1 : 2
Wie grol3 ist z, wenn x = 20 ist?
Gegeben: X 4
1) — = und
Y 5

Da z gesucht ist, wird die Gleichung 2) nach z aufgelost:

Da z abhdngig von y ist, wird die Gleichung 1) nach y aufgelost:

Einsetzen von x:

Nun kann in 2)' der Wert fiir y eingesetzt werden:

2)

2)’

1)

2)"

20

25

25

50

[] Rechnungen ausblenden
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18.2.3 Beispiel 3

Die Summe von x und y betragt 40
Das Verhaltnis von y zu z betragt 1 : 4
Wie groB ist x, wenn z = 20 ist?
Gegeben:
1) Xx+y = 40 und

Da x gesucht ist, wird die Gleichung 1) nach x aufgelost:

Da x abhdngig von y ist, wird die Gleichung 2) nach y aufgeldst:

Einsetzen von z:

Nun kann in 1)' der Wert fiir y eingesetzt werden:

2)

1)

2)

2)"

1)"

40

40

20

35

[ ] Rechnungen ausblenden
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18.2.4

Beispiel 4

Das Verhdltnis von x zu y betragt | 5 | : 4

Das Verhadltnis von y zu z betrdgt 10 : 1

Wie grof8 ist das Verhaltnis der Differenz aus x und y zu z?

Gegeben: X 5
1) — = e

y 4

Gesucht ist: X-y
Auflésen der Gleichung 1) nach x ergibt:
Aufldsen der Gleichung 2) nach y ergibt:

Nun kann in 1)' y ersetzt werden:

Damit ergibt sich durch Ersetzen von x und y:

und

2)

1)

2)

1)"

25

10

10

10

[ ] Rechnungen ausblenden

50

25

2



19 Prozentrechnung?*!

19.1 Anteile in Prozent

14 wvon 24

ll?

Der Anteil betragt p%o = ------- = 0,5833 P -

Hinweis: Das "%"- Zeichen ist mit der Division durch 100 gleichzusetzen.

Der Prozentwert betragt W = 14
Der Grundwert betragt G = 24

Der Prozentsatz betragt p% = 58,33%

58,33%

Es ergibt sich die Formel:

W
% = -
G

Diese kann durch Multiplikation mit G
uberfihrt werden in:
W = ph-G

Durch Division durch p% erhalt man:

W
G = -
p%

Hinweis: Das "%"-Zeichen kann durch Multiplikation
mit 100 aufgehoben werden:

W W - 100
p% = --—- = p = -

G G

241 Alle nachfolgenden Abbildungen entstammen der Datei ,,Prozentrechnung.xlsx”, mit der Sie sich Ubungsaufgaben generieren kénnen.
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19.2 Berechnungen

19.2.1 Prozentsatz

Geg.:

Ges.:

Ansatz:

Rechnung:

Grundwert:

Prozentwert:

Prozentsatz:

G=

W =

200,00

60,00

Berechnung des Prozentsatzes (mit Dreisatz)

200,00 =
1 2
60,00 2

100,00%

0,5000%

30,00%

: 200,00

60,00

30,00%

250,00

200,00

150,00

100,00

50,00

0,00

60,00
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19.2.2 Prozentwert

Geg.: Prozentsatz: pY% = 75,00%
Grundwert: G= 295,00
Ges.: Prozentwert: W
Ansatz: W=G-ph
Rechnung: W= 29500 - 7500% = 221,25

Berechnung des Prozentwertes (mit Dreisatz)

29500 2 100,00% | . 100

-

295 2~ 1,0000% | . 75,00

22125 2~  75,00%

902
80%%
7053
0%
508
405
308
2053
10%%

0%

75,00%
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19.2.3 Grundwert

Geg.:

Ges.:

Ansatz:

Rechnung:

Prozentwert: W =
Prozentsatz: p¥ =
Grundwert: ¢
W
G= -e-
pY
60,00
G = o
30,00%

60,00

30,00%

Berechnung des Grundwertes (mit Dreisatz)

60,00

2,00

200,00

Il

30,00% |
1% |

100%

30,00

100

100,00%
90,00%
B0,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

60,00 = 30,00%
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19.3 Anderungen

Prozentuale ErhShung [] Rechnungen ausblenden

Geg.: Grundwert: G = 200,00 _|

Erhohungum p% = 60,00% ( bzw. eine Erhohung auf 160,00% )

Wachstumsfaktor: g=(1+p%) = 1,60
Ges.: Prozentwert: W
Ansatz: W = G - (1+p%)
Rechnung: W = 200 - 160,00% = 320,00
bzw. = 200 - 160 = 320,00
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Prozentuale Abnahme

Geg.: Grundwert: G = 200,00
Abnahme um p% = 60,00% ( bzw. eine Abnahme guf 40,00% )

Abnahmefaktor: q:=(1-p%) = 0,40
Ges.: Prozentwert: W
Ansatz: W = G - (1-p%)
Rechnung: W = 200 - 40,00% = 80,00
bzw. W= 200 - 040 = 80,00
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19.4 Umsatzsteuer *)

Bruttobetrag berechnen (brutto: zusammengesetzt - enthdlt Umsatzsteuer)

Geg.: ( Grundwert: ) Nettobetrag= 832€ l
( Prozentsatz: ) Umsatzsteuersatz = 19%
Ges.: (Prozentwert: ) Umsatzsteuer
Bruttobetrag
Ansatz 1: Umsatzsteuer = Umsatzsteuersatz - Nettobetrag
Rechnung: Umsatzsteuer = 19% - 832€ = 1,58 €
Ansatz 2: Bruttobetrag = Nettobetrag + Umsatzsteuer
Rechnung: Bruttobetrag = 832€ + 158€ = 9,90 €
oder (als Erhéhung auf 119% )
Bruttobetrag= Nettobetrag- ( 1 + Umsatzsteuersatz)
Bruttobetrag = 832€ - 1,19 = 9,90 €
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Nettobetrag berechnen (netto: verbleibend - ohne Umsatzsteuer)

Geg.:

Ges.:

Ansatz:

Rechnung:

Bruttobetrag = 9,90 €

Umsatzsteuersatz = 19%

Nettobetrag

Bruttobhetrag = Nettobetrag - ( 1 + Umsatzsteuersatz)
Bruttobetrag

Nettobetrag= ~ -

9,90 £
Nettobetrag= @~ @—m87H7+———— -
119%
Nettobetrag = 9,90 €
Nettobetrag = 9,90 €

8,32 €

0,840336134

M

832 €

832 €
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19.5 Tageszinsen (Verzinsung einmal im Jahr) *)

Geg.: ( Grundwert: ) Kapital K = 17.000,00 €

( Prozentsatz: ) Zinssatz p% = 7,50%

Laufzeit (in Tagen) t = 60 (1 Jahr entspricht 360 Tagen)
Ges.: (Prozentwert:) Jahreszinsen Z

Zinsen fur Laufzeit von t Tagen

Ansatz: Z=K-p% (lahreszinsen)

Z-t/360 (Zinsen fir eine Laufzeit von t Tagen)

Rechnung: L= 17.000,00 € - 7,50% = 1.275,00 €
60
Z-t/360= 1.27500€ - = --—--- = 212,50 €
360
Antwort: Es sind 212,50€ Zinsen in 60 Tagen angefallen.
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19.6 Exponentielles Wachstum

19.6.1 Mehrfache Zunahme um p%

(Grundwert G: ) Anfangshestand B(0)= 100

Erhéhung um p¥% = 50,00%
(prozentuale Wachstumsrate)

(Prozentsatz:) Erhdhung auf 1+p%= 150,00%

Wachstumsfaktal q= 1,5
1,5
Bei mehrmaliger Erhéhung ergibt sich folgender Verlauf: 100 g 150
0
Hieraus ergibt sich 100 = 100 - 1,5
1
150 = 100 - 1,5
2
225 = 100 - 1,5
3
3375 = 100 - 1,5
a
506,25 = 100 - 1,5
]
759,375 = 100 - 1,5
t
Allgemein B(t) = B(D) - q

1,5

225

80D

700

600

500

400

300

200

100 ®

1,5

3375

1,5

1,5

506,25
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a) Beispiel: Bakterienkultur

Eine Bakterienkultur besteht zu Anfang aus 10 Bakterien. Die Anzahl der Bakterien verdoppelt sich jede Stunde. Nach wie vielen Stunden hat die
Bakterienkultur hinsichtlich des Anfangsbestandes das Zehnfache lberschritten?

(GrundwertG:)  Anfangshestand B(0) = 10

Erhohung um p% = | 100,00%_'

(prozentuale Wachstumsrate)

(Prozentsatz: ) Erhohung auf 1+p%= 200,00%

Wachstumsfaktor q= 2
2 2 2 2 2
/.»" S — T ~ S /,-" T~ - S
Bei mehrmaliger Erhdhung ergibt sich folgender Verlauf: 10 20 7 40 80 160 320
s}
Hieraus ergibt sich 10 = 10 - 2 150
1 L]
20 = 0 - 2 =00
2
250
40 = 10 . 2
3 200
80 = 10 . 2
[
4 150
160 = 10 . 2 100
5 L ]
320 = 10 . 2 50 3
L ]
[}
. 0
. 0 1 2 3 4 5
Allgemein B(t) = B(O) - q

Nach 4 Stunden hat sich die Bakterienkultur mehr als verzehnfacht: 160 > 10-10
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b) Beispiel: Roulette

Ein Spieler hat eine Gllicksstrahne: Er setzt jedes Mal sein ganzes Geld und erhalt das 3-Fache zurlick. Er will nicht aufhéren, bis er mindestens das

100-Fache seines Anfangskapitals besitzt. Wie lange muss seine Gliicksstrahne anhalten?

(Grundwert G:)  Anfangsbestand B(0) = B(0)

Erhohung um p% = 200,00%
(prozentuale Wachstumsrate)

(Prozentsatz: ) Erhéhung auf 1+p%= 300,00%

Wachstumsfaktor (= 3

Bei mehrmaliger Erhdhung ergibt sich folgender Verlauf:

Hieraus ergibt sich B(0)

B(1)

B(2)

B(3)

B(4)

B(5)

B(0) -

B(0) -

B(O) -

B(0) -

B(0) -

B(0) -

B(0) -

3

B(2)

-3-3-3-3

B(3)

B(D)

B(0)

B(0)

B(0)

B(D)

B(0)

27

81

243

Wenn der Spieler 4-mal Gliick gehabt hat, besitzt er das 81-Fache. Beim 5. Mal erst besitzt er mehr als das 100-Fache (ndmlich das 243-Fache).

Bs)
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19.6.2 Exponentielle Abnahme — Mehrfache Abnahme um p%

(Grundwert G: ) Anfangsbhestand B(0} = 100}

Abnahme um p% = 50,00%
(prozentuale Abnahmerate)

(Prozentsatz: ] Abnahme auf 1-p% = 50,00%

Abnahmefaktor q= 0,5
0,5
Bei mehrmaliger Verringerung ergibt sich folgender Verlauf: 100 ' 50
o
Hieraus ergibt sich 100 = 100 - 0,5
1
50 = 100 - 0,5
2
25 = 100 - 0,5
3
12,5 = w0 - 0,5
a
b,25 = 100 - 0,5
5
3,125 = 100 - 0,5
t
Allzemein B(t) = B(O}) - q

0,5 - 05 - 0,5 - 05

25 12,5 6,25 3,125

120
100 @
BD
&0
40

20
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c) Beispiel: Einwohnerzahl eines Dorfes

Im Jahr 2010 lebten in einem Dorf 1000 Einwohner. Jahrlich sank die Einwohnerzahl um 10%. In welchem Jahr lebten weniger als 60% der Einwohnerzahl

des Jahres 2010 in dem Dorf?

0.9
Bei mehrmaliger Verringerung ergibt sich folgender Verlauf: 1000 900
o
Hieraus ergibt sich 1000 = 1000 - 0,9
1
900 = 1000 - 0.9
2
810 = 1000 - 0.9
3
729 = 1000 - 0.9
4
656,1 = 1000 - 0,9
5
590,49 = 1000 - 0.9
t
Allgemein Bit) = B(O) - q

Nach 5 Jahren (also 2015) sank die Einwohnerzahl erstmalig unter 60%.

0'95 — (9)5 :i.i.

10 10 10

810

1200

1000 @
BOO
600
400

200

9 9 9 _ 59049

10 10 10 100000

<2 = 60%
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19.6.3 Bestandsfunktion

B(t) = B(0)

1. Fall [ ausblenden

Geg.: B(0) =
q:
=
Ges.: B( 5
Ansatz: B(t) =

Rechnung: B( 5 ) =

B[ 5 )

100,00
1,5

)

B(0)

100

759,3750

B(t) :
B(O) :

1,5

Bestand zum Zeitpunkt t

2. Fall [ ausblenden

Geg.:

Ges.:

Ansatz:

Rechnung:

B(t) =
B(0) =
q =

B(t)

: Wachstums- bzw. Abnahmefaktor
: Zeitpunkt

Anfangsbestand ( zum Zeitpunktt=0)

225,00

100,00
1,5

t
B(0) q
- B(t) ™
log | -——--

A B(0)
- .
(225,00 )

log | -

131 100,00
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t B(t): Bestand zum Zeitpunkt t

B(t) = B(0) - q B(0) : Anfangsbestand ( zum Zeitpunktt=0)
q: Wachstums- bzw. Abnahmefaktor
t: Zeitpunkt
3. Fall [ ausblenden 4. Fall [ ausblenden
Geg.: t= 2 Geg.: = 2
B( 2 )= 225,00 B( 2 = 225,00
q= 1,5 B(0) = 100,00
Ges.: B(0) Ges.: q
t t
Ansatz: B(t) = B(0) q Ansatz: B(t) = B(0) q
1
B(t) B(t) t
= B(O) = - = q = | -
t B(0)
q
B( 2 ) 1
Rechnung: B(O) = - Rechnung: 225,00
t qa = |
d 100,00
B(0)= 100,0000 q= 1,5
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19.6.4 Zinseszinsformel *)

Man betrachte die Bestandsfunktion:
t t
B(t) = B(0) - q = B(0) : (1+p%) =

Hieraus ergibt sich die Zinseszinsformel:

p Ot K(0) : Anfangskapital
Kit) = K(0) - 1+ -——--- K(t) : Kapital nach t Jahren
100 (bzw. t Zeitraumen)
p: Zinsful’
t
Kit) = K(0) - 1+ p% p% : Zinssatz
Beispiel: [ Rechnung ausblenden
Anfangskapital: K(0) = 3.000,00 €
Zinsatz: p% = 3,300%
Zeitraum: t= 10
3,3 10
K( 10 ) = 3.000,00€ -| 1+ -=cccemeeme- =
100

4.150,73 €
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