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Zur Orientierung

Liebe Teilnehmerin, lieber Teilnehmer,
gerne mochte ich Ihnen vorab ein paar Hinweise geben:

Dieses Skript wird parallel zur Vorlesung weiterentwickelt werden, da es noch einige
Baustellen besitzt. Bitte beachten Sie jeweils die aktuelle Version, welche ggf. ab 20 Uhr des
Vorlesungsvorabends bei Moodle zum Download zur Verfliigung stehen wird.

Einen herzlichen Dank moéchte ich Frau Dr. Warmuth aussprechen, die mir gestattet, Inhalte

aus ihrem Skript, welches ich sehr empfehlen méchte, auch in meinem zu verwenden.

Zu meinem Skript existieren Moodle-Fortschrittslisten. Hiermit konnen Sie

e den zeitlichen Ablauf der Vorlesung erkennen und

e durch die Unterteilung in ,,Pflicht-Elemente” und , Alle Elemente” erkennen, welche
Inhalte als Basis- und welche als Zusatzstoff (in diesem Skript mit ,,*)“
gekennzeichnet) angesehen werden.

Sowohl bei der zeitlichen Gliederung als auch bei der Unterteilung in Basis- und Zusatzstoff
sind Veranderungen moglich.

Sie kdnnen die Moodle-Fortschrittslisten auch fiir sich selbst zur Arbeitsorganisation nutzen,
indem Sie ein Hakchen setzen, wenn Sie einen Punkt bearbeitet haben. Dies hat jedoch
keinerlei sonstige Auswirkungen.

Dieses Skript ist mit vielen Hinweisen auf FuBnoten versehen. Bitte lassen Sie sich dadurch
nicht irritieren: Grundsatzlich kdnnen Sie alle FuRnoten einfach ignorieren. Fiir den Fall, dass
Sie vertiefendes Interesse besitzen, finden Sie dort jedoch Hinweise auf Fachliteratur oder
Dateien, die in diesem Skript verwendet wurden. Die Excel-Dateien wurden von mir meist so
erstellt, dass Sie sich per Zufallsvariablen neue Aufgaben mit Losungswegen (die ausblendbar
sind) generieren kdnnen.

Zudem finden Sie in diesem Skript auch Links zu Wikipedia. Grundsatzlich bin ich der
Meinung, dass diese Quelle hilfreich ist und méchte sie Ihnen daher gerne anbieten. Jedoch
mochte ich Sie bitten, sie mit einer gewissen kritischen Distanz zu betrachten und mir ggf.
eine Rickmeldung zu geben, falls sich herausstellen sollte, dass sich dort Fehler befinden.

Fiir Rickmeldungen und ggf. Fehler-Hinweise an skript@mathe.xyz ware ich sehr dankbar.

Ich winsche Ihnen eine interessante Lektlre!

Mit herzlichen GriiRen
Ralf Kiilhnke


https://mathe.xyz/mod/folder/view.php?id=6507
https://mathe.xyz/user/view.php?id=5&course=92
https://mathe.xyz/mod/folder/view.php?id=5932
https://mathe.xyz/mod/checklist/index.php?id=92
mailto:skript@mathe.xyz
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1 Elemente der beschreibenden Statistik

1.1 Grundgesamtheit, Stichprobe

Grundgesamtheit (Population)
ist die Menge aller denkbaren Beobachtungseinheiten einer

Untersuchung.

endlich (alle Schiilerinnen einer Schule) oder unendlich (alle

Wiirfelwiirfe)

Stichprobe

ist eine (endliche) Teilmenge der Grundgesamtheit. Hat diese
Teilmenge n Elemente, so heift sie Stichprobe vom Umfang n.

Beispiele: aus jeder Klasse eine Schiilerin, 20 Wiirfelwtirfe

1.2 Urliste, Strichliste und Haufigkeitstabelle

Urliste
X1, X0, ..., x, enthalt die Auspragungen des Merkmals X in einer
Stichprobe vom Umfang n in der Reihenfolge ihres Auftretens.

Strichliste und Haufigkeitstabelle

Merkmalswert | ledig | verheiratet | verwitwet | geschieden | LP | andere

Haufigkeit Il Hitll | If Il \
Haufigkeit 4 7 1 3 2 1

L Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 8
2 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 10
3 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 11



1.3 Absolute und relative Haufigkeit, Haufigkeitsverteilung

Beispiel 1 (Wiirfeln, n = 12)

Urliste: 2, 1, 2, 1, 2, 4. 6. 2,5, 5 2, 4
Hip(1) = 2. Hp(2) = 5. ..
Haufigkeitstabelle

Merkmalswert x; 1123456
Haufigkeit Hio(x;) |2 |5 (02|21

Urliste
X1, X2, ..., %p enthalt die Auspragungen des Merkmals X in einer

Stichprobe vom Umfang n in der Reihenfolge ihres Auftretens.

H,(x;) — absolute Hiufigkeit des Beobachtungswertes x;

n — Umfang der Stichprobe

Relative Haufigkeit des Wertes x;

ha(xi) = .,i:l,...,s.

Haufigkeitsverteilung

Merkmalsauspragung X1 X0 .. Xs
rel. Hiufigkeit ha(x1) | ha(x2) | ... | hn(xs)

4 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 10
5> Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 18



1.3.1 Beispiel: Korrektur einer Matheklausur®

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahl der Klausuren: 30 )

Urliste:

NummerderKlausur| 1|2 |3 |4 |5|6|7|8|9|10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28|29|30
Notenpunkte 7/9/4|9(8|7|5|5|7|5|5|7|8|7|10/7|6|10|10|7|6|7|7|5|9|3|3|8|7|6

Haufigkeitstabelle:

Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 Summe
absolute Haufigkeit 0 0 0 0 0 3 3 3 10 3 5 1 2 0 0 0 30
relative Haufigkeit 0 0 0 0 0 0,1 0,1 o1 [0333| 01 |0,167 | 0,033 | 0,067 0 0 0 1

Saulendiagramm:
12

10

[ %]

absolute Haufigkeit
.

0 I I I I
11 10 9 8 7

15 14 13 12 6 5

-l
« [l

Notenpunkte

6 Siehe: Beschreibende Statistik.xlsm




Ubung:

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahlder Klausuren: 8 )
Urliste:

Nummer der Klausur 2|13|4|5|6|7]|8

Notenpunkte 8|7 /10| 8 |11/11(13

Haufigkeitstabelle:

Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 3 2 1 0

absolute Haufigkeit

relative Haufigkeit

Saulendiagramm:

Summe

-10-




Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahlder Klausuren: 8 )

Urliste:
NummerderKlausur| 1 |2 | 3|4 |5|6| 7|8
Notenpunkte 9187|101 8 111113
Haufigkeitstabelle:
Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 5 4 2 1 0 Summe
absolute Haufigkeit 0 0 1 0 2 1 1 2 1 0 0 0 0 0 8
relative Haufigkeit 0 0 0,125 0 0,25 | 0,125 | 0,125 | 0,25 | 0,125 0 0 0 0 0 1
Saulendiagramm:

25

2

=15

<

B

® 1

I

M)

5

2 I I I I

=

m

0

15 14 13 12 11 10 9 8 7 5 4 2 1 0

Notenpunkte

-11 -



1.4 Klasseneinteilung

Klasseneinteilung

Wertebereich der Merkmalsauspragungen wird in disjunkte
Intervalle (Klassen) zerlegt und ein Element des Intervalls (meist

die Klassenmitte) wird als Reprasentant der Klasse fiir weitere
Rechnungen verwendet.

7 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 16

-12 -



Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahlder Klausuren: 30 )

Urliste:
NummerderKlausur| 1 | 2|3 |4 |5|6|7|8|9|10{11|12|13|14(15|16(17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28|29|30
Notenpunkte 71914,9,8|7(5|5|7|5|5|7(8|7|10{7|6|10|110|7 |6 |7 |7|5]|9|3|3(|8|7|6
Haufigkeitstabelle:
Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0] Summe
absolute Haufigkeit 0 0 0 0 0 2 3 8 10 2 5 1 2 0 0] 30
relative Haufigkeit 0 0 0 0 0 01 | 01 | o1 |0333| 0,1 |0,167 |0,033(0,067| O 0 0 1
Klasseneinteilung (Zensuren): Farben anzeigen
Zensuren 1 2 3 4 5 6 Summe
absolute Haufigkeit 0 3 16 9 2 0 30
relative Haufigkeit 0 o1 [0533| 03 |0,067 0
Sdulendiagramm: Kreisdiagramm:
50 6 1
0%
15

=

Q

iﬂ 10

[

3

g

© 5

=

2 i

wv

g o -

1 2 3 4 5 6
Zensur

-13 -




Ubung:

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahlder Klausuren: 8 )

Urliste:

Nummer der Klausur| 1 415|678

Notenpunkte 9 10| 8 |11/11|13

Haufigkeitstabelle:

Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 Summe
absolute Haufigkeit 0 0 1 0 2 1 1 2 1 0 0 0 0 0 0 8
relative Haufigkeit 0 0 |0125| 0 | 025 |0125|0,125| 025 |0,125| O 0 0 0 0 0 0 1
Klasseneinteilung (Zensuren): Farben anzeigen

Zensuren 1 2 3 4 5 6 Summe

absolute Haufigkeit

relative Haufigkeit

Saulendiagramm:

Kreisdiagramm:

-14 -




Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahl der Klausuren:

8

Urliste:
NummerderKlausur| 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
Notenpunkte 9|8 7|10 8 |11(11|13
Haufigkeitstabelle:
Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 0
absolute Haufigkeit 0 0 1 0 2 1 1 2 1 0 0 0 0 0 0
relative Haufigkeit 0 0 0,125 0 0,25 | 0,125 | 0,125 | 0,25 | 0,125 0 0 0 0 0 0
Klasseneinteilung (Zensuren): Farben anzeigen
Zensuren 1 2 3 4 5 6 Summe
absolute Haufigkeit 1 3 4 0 0 0 8
relative Haufigkeit 0,125 | 0,375 | 0,5 0 0 0 1
Saulendiagramm: Kreisdiagramm:
5
4

+ 3

7]

=

20

5 2

o]

T

2 1

=

o I

2

o 0

1 2 3 4 5 6
Zensur

Summe

-15 -



Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahl der Klausuren: 30 )

Urliste:
NummerderKlausur| 1| 2|34 |56 |7 |8|9(10|11(12|13|14(15|16|17|18(19|20/21|22|23(24|25|26|27|28|29|30
Notenpunkte 7/9(4(9(8|7|5|5|7|5|5|7|8|7|107|6|10(10(7|6|7|7|5|9|3|3|8|7]|6
Haufigkeitstabelle:
Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
absolute Haufigkeit 0 0 0 0 0 3 3 3 10 3 5 1 2 0 0 0
relative Haufigkeit 0 0 0 0 0 01 | 01 | 01 |0333| 0,1 |0,167|0,033|0,067| O 0 0
Klasseneinteilung (3 Klassen): Farben anzeigen
Klasse 10-15 Punkte 5-9 Punkte 0-4 Punkte Summe
absolute Haufigkeit 3 24 3 30
relative Haufigkeit 0,1 0,8 0,1 1
Ssulendi . Kreisdi _ 0-4 10-15
dulendiagramm: reisdiagramm: Punkte _ punkte
30 10%
25
=
Q
._'\3_‘0 20
Y
@ 15
T
£ 10
2
o 5
0 O ]
10-15 Punkte  5-9 Punkte 0-4 Punkte

Summe
30
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Ubung:

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahlder Klausuren: 8 )

Urliste:

Nummer der Klausur 2134|5678

Notenpunkte 87|10 8 111113

Haufigkeitstabelle:

Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 4 3 2 1 0 Summe
absolute Haufigkeit 0 0 1 0 2 1 1 2 1 0 0 0 0 0 0 8
relative Haufigkeit 0 0 [0125| O | 025 |0,125|0,125| 0,25 |0,125| O 0 0 0 0 0 1
Klasseneinteilung (3 Klassen): Farben anzeigen

Klasse 10-15 Punkte 5-9 Punkte 0-4 Punkte Summe

absolute Haufigkeit

relative Haufigkeit
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahl der Klausuren: 8 )
Urliste:
NummerderKlausur| 1|2 3|4 |5|6 |7 |8
Notenpunkte 8|7 /10| 8 |11/11|13
Haufigkeitstabelle:
Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
absolute Haufigkeit 0 0 1 0 2 1 1 2 1 0 0 0 0 0 0
relative Haufigkeit 0 0 [0125| O | 025 |0,125|0,125| 0,25 |0,125| O 0 0 0 0 0 0
Klasseneinteilung (3 Klassen): Farben anzeigen
Klasse 10-15 Punkte 5-9 Punkte 0-4 Punkte Summe
absolute Haufigkeit 4 4 0 8
relative Haufigkeit 0,5 0,5 0 1
Saulendi : Kreisdi .
dulendiagramm: reisdiagramm: , ..
5 0%

- 4

g

& 3

3

T

@ 2

=

2 1

L

4]

0
10-15 Punkte  5-9 Punkte 0-4 Punkte

Summe
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1.5 KenngrofRen von Haufigkeitsverteilungen

1.5.1 Mittelwerte

» Ziel: Lage der Verteilung auf der Achse beschreiben

» nur bei quantitativen Merkmalen moglich
» hier:
» arithmetisches Mittel (Durchschnitt) x
» Median (Zentralwert) xo5 = X1 =X =z
» Modalwerte
> Viertelwerte xo 25 = X1/4, X0,75 = X3/4

a) Arithmetisches Mittel

arithmetisches Mittel
n Beobachtungen

Merkmalsauspragung X1 X0 e Xs
Haufigkeit Hu(x1) | Ha(2) | - .. | Hao(xs)
rel. Haufigkeit ho(x1) | hn(x2) | ... | ha(xs)

X1 - Hn(Xl) + Xo - Hn(Xz) + -+ X HH(XS)
n
= x1-ha(x1) +x2- hp(x2) + -+ + X5 - hp(xs)

bei Klasseneinteilung: x; — Reprasentant der Klasse

(Siehe auch: Erwartungswert einer ZufallsgrofRe, S. 129)

8 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 34
9 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 36
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahlder Klausuren: 30 )

Urliste:

NummerderKlausur| 1|2 |3 |4 |5|6|7(8|9(1011(12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|26/(27|28(29|30

Notenpunkte 794|198 |7|5|5|7|5|5|7(8|7|10|7|6|(10(10|7|(6|7|7|5|9|3|3|8|7]|6

Haufigkeitstabelle:

Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 Summe
absolute Haufigkeit 0 0 0 0 0 3 3 3 10 3 5 1 2 0 0 0 30
relative Haufigkeit 0 0 0 0 0 0,1 0,1 o1 |0333| 01 |0,167 | 0,033 | 0,067 0 0 0 1

Arithmetisches Mittel x (Durchschnitt) - Berechnung iber absolute Haufigkeit:

0-15+0-14+0-13+0-12+0-11+3-10+3-9+3:-8+10:-7+3:-6+5-5+1:-44+2-3+40:-2+0:-1+0-0 6.8
30 !

=)
Il
[12

+3:10+3:-9+3:8+10:-7+3:6+5:5+1-4+2-3 68
30 !

Il
12

Arithmetisches Mittel x (Durchschnitt) - Berechnung Gber die relative Haufigkeit:

X¥=0-15+0-14+0-13+0-12+0-11+0,1-10+0,1-9+0,1-8+0,333:7+0,1:6+0,167-5+0,033-4+0,067-3+0:2+0:-1+0-0=6,8
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Ubung:

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

Urliste:

Nummer der Klausur| 1 | 2

Notenpunkte 9|8

11|13

Haufigkeitstabelle:

( Anzahlder Klausuren: 8 )

Notenpunkte 15

14

13

12

11

10

3 2 1 0 Summe

absolute Haufigkeit 0

1

2

1

o

relative Haufigkeit 0

0,125

0,25

0,125

0,125

0,25

0,125

Arithmetisches Mittel x (Durchschnitt) - Berechnung liber absolute Haufigkeit:

Arithmetisches Mittel ¥ (Durchschnitt) - Berechnung Gber die relative Haufigkeit:

=
I

[12

x
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

Urliste:

Nummer der Klausur

Notenpunkte

7 (10

11|13

Haufigkeitstabelle:

( Anzahl der Klausuren:

Notenpunkte

15

14

13

12

11

10

absolute Haufigkeit

1

2

1

relative Haufigkeit

0,125

0,25

0,125

0,125

0,25

0,125

Arithmetisches Mittel x (Durchschnitt) - Berechnung iber absolute Haufigkeit:

0-15+0-14+1-13+0-12+2-11+1-10+1-9+2:-8+1:-7+0:-6+0-540-4+0:-3+0-2+0-1+0-0

=
I

+1:13+2-11+1-10+1-9+2-8+1-7

8

Arithmetisches Mittel x (Durchschnitt) - Berechnung tber die relative Haufigkeit:

8

[12

[12

Summe

9,625

9,625

X=0:-15+0-14+0,125-13+0-12+0,25-11+0,125-10+0,125-9+0,25-8+0,125-7+0-6+0:5+0:4+0:-3+0:-2+0-1+0-0=9,625
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b) Modalwert

Modalwert
ist der Beobachtungswert mit der groBten relativen Haufigkeit. Es
kann mehrere Modalwerte geben.

10 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 38

10

-23-



Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahl der Klausuren: 30 )

Urliste:
NummerderKlausur| 1 |2 |3 |4 |5|6|7|8|9|10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20(21|22|23|24|25(26|27|28(29(30
Notenpunkte 7/9(4(9(8|7|5|5|7|5|5|7|8|7(|10/7|6|10/10|7|6|7|7|5|9(3[3(8|7|6
Haufigkeitstabelle:
Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
ahsolute Haufigkeit 0 0 0 0 0 3 3 3 10 3 5 1 2 0 0
relative Haufigkeit 0 0 0 0 0 0,1 0,1 01 |0333| 0,1 |0,167 | 0,033 | 0,067 0 0
relative Haufigkeit der Notenpunkte
0,333
0,167
0,1 0,1 0,1 0,1
0,067
0,033
oo ..amnnflnlew .
15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Modalwert(e): 7 (Werte mit der gréBBten relativen Haufigkeit)

Summe
30

=24 -




Ubung:

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahlder Klausuren: 8 )
Urliste:
Nummer der Klausur 2(3|4|5/6|7|8
Notenpunkte 87|10 8 |11|11|13
Haufigkeitstabelle:
Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 Summe
absolute Haufigkeit
relative Haufigkeit
relative Haufigkeit der Notenpunkte
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
15 14 13 12 1 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Modalwert(e):

(Werte mit der gréRten relativen Haufigkeit)
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahlder Klausuren: 8 )

Urliste:

NummerderKlausur| 1|2 | 3|4 |5| 6|7 |8
Notenpunkte 9|/ 8|7 (10| 8 |11|11|13

Haufigkeitstabelle:

Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 Summe
absolute Haufigkeit 0 0 1 0 2 1 1 2 1 0 0 0 0 0 0 8
relative Haufigkeit 0 0 0,125 0 0,25 | 0,125 | 0,125 | 0,25 | 0,125 0 0 0 0 0 0 0 1

relative Haufigkeit der Notenpunkte

0,25 0,25
0,125 0,125 0,125 0,125
0 0 I 0 I I I 0 0 0 0 0 0 0
15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
Modalwert(e): 8 (Werte mit der gréRten relativen Haufigkeit)
11
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c) Median und Viertelwerte

Median x5

ist der Wert, der die der GroBe nach geordnete Reihe der Daten
halbiert.

» Fiir n = 2k 4 1 Daten ist xq /5 gleich dem (k + 1)-ten Wert in
dieser geordneten Reihe.

» Fiir n = 2k Daten ist xq /> gleich dem arithmetischen Mittel
aus dem k-ten und dem (k + 1)-ten Wert.

Viertelwerte x; /4 und x34

Durch x1 /> wird die geordnete Datenreihe in eine ,,untere” und
eine ,,obere” Hilfte geteilt.

Der untere Viertelwert x; /4 ist der Median der , unteren” Halfte,
der obere Viertelwert X3/4 ist der Median der ,, oberen” Halfte.

11 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 41
12 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 44

12

11
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahlder Klausuren: 29 )

Urliste:

NummerderKlausur| 1| 2|3 (4| 5|6 |7 |8|9(10/11|12|13|14|15(16|17|18(19|20|21|22|23|24|25|26|27 28|29
Notenpunkte 719|14|9/8(7|5|5|7|(5|5|7 8|7 (107 |6|10(10|7|6|7|7|5|9|33|8)|7
Der GroRe nach geordnet:

NummerderKlausur| 1| 2|3 (4 |5|6|7|8|9(10/11|12|13|14|15(16|17|18(19|20|21|22|23|24|25|26|27|28|29
Notenpunkte 3/3(4|5|5|5|5|5|6|6(7|7|7\7|7|7|7|7|7|7|8|8|8|9|9|9]|10/10/10
Median (Lage): X

Untermedian (Lage):

Obermedian (Lage):

untere Halfte:

NummerderKlausur| 1|2 (3 |4 |5|6|7|8|9|10(11|12/13|14

Notenpunkte 3|13|14|5|/5|5|5|5|6(6,7|7|7|7

obere Halfte:

Nummer der Klausur 1617|118 (19|20|21|22|23(24|25|26|27|28|29
Notenpunkte 717(7|7|7|8|8|8]9|9|9|10|10|10
Median x;;: 7 (Wert, der die der GroRe nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)

Viertelwert x,, : 5 (Median der unteren Halfte) 25%-Quartil: 5

Viertelwert x;/, : 8 (Median der oberen Halfte) 75%-Quartil: 8

-28 -




Ubung:

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

Urliste:

NummerderKlausur| 1 |2 |3 (4| 56|78
Notenpunkte 9|18 |7 (10| 8 (11|11|13

Der GroRRe nach geordnet:

NummerderKlausur| 1|2 | 3|4 |5|6| 7|8
Notenpunkte

Median (Lage):
Untermedian (Lage):
Obermedian (Lage):

untere Halfte:

Nummer der Klausur

Notenpunkte

obere Halfte:

Nummer der Klausur

Notenpunkte

Median x;,: (Wert, der die der GrolRe nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)
Viertelwert x,, (Median der unteren Halfte)

Viertelwert x5/, : (Median der oberen Halfte)

( Anzahl der Klausuren:

8 )
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahl der Klausuren: 8

Urliste:

NummerderKlausur| 1|2 |3 (4| 56|78

Notenpunkte 9|18|7(10) 8 |11|11|13

Der GroRe nach geordnet:

NummerderKlausur| 1|2 |3 (4 |5|6|7 |8

Notenpunkte 718 8(9]10|11(11|13

Median (Lage):
Untermedian (Lage): X
Obermedian (Lage): X

untere Halfte:

NummerderKlausur| 1|2 | 3| 4

Notenpunkte 7,889

obere Halfte:

Nummer der Klausur 5/6|7|8
Notenpunkte 101111113
Median x,,: 9,5 (Wert, der die der GroRe nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)
Viertelwert x,, : 8 (Median der unteren Halfte) 25%-Quartil: 8
Viertelwert x5, : 11 (Median der oberen Halfte) 75%-Quartil: 11

-30-



1.6 Streuungsmalie

1.6.1 Spannweite und Halbweite

Spannweite d

ist die Differenz aus dem groBten und dem kleinsten
Beobachtungswert

d = Xmax — Xmin

Halbweite H

ist die Differenz der beiden Viertelwerte

H = x3/4 — X1 4.

also die Lange des Intervalls [x; /4; x3/4].

13 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 47

13
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahl der Klausuren:

Urliste:

NummerderKlausur| 1 (2|3 |4 |5|6|7|8|9|10(11|12|13|14|15(16|17(18|19(20|21(22|23|24|25|26(27|28|29|30
Notenpunkte 7/19/4,9/8|7|5|5|7|5|5|7/8|7|10{7|6|10|10(7|6|7|7|5|9|3|3|8|7]|6
Der GrolRe nach geordnet:

NummerderKlausur|{ 1|2 |3 |4 |5 |6|7|8|9|10(11(12|13|14|15|16|17|18|19(20|21|22(23|24|25|26(27(28|29|30
Notenpunkte 3/3|4|5/5|5|5/5ye|6/6 (7777|7777 |7|7|8|8|8|9|9|9]|10/10(10
Median xy;: 7 (Wert, der die der Grélie nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)

Viertelwert x4 : 5 (Median der unteren Halfte)

Viertelwert x4 : 8 (Median der oberen Halfte)

Minimalwert iy, : 3

Maximalwert x,,,., : 10

Spannweite d: d = Xpax = Xmin = 7

Halbweite H: H = Xgp5 - Xy5= 3

30

)
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Ubung:

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

Urliste:

NummerderKlausur| 1|2 |3 (4 |5|6 |78
Notenpunkte 9|18|7(10) 8 |11|1113

Der GroRe nach geordnet:

NummerderKlausur| 1|2 |3 (4 |5|6 |78

Notenpunkte 7188910111113

Median x,/;: (Wert, der die der GréRRe nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)
Viertelwert x,, : (Median der unteren Halfte)

Viertelwert x3, : (Median der oberen Halfte)

Minimalwert x,,;, :

Maximalwert X ., :

Spannweite d: d = Xmax = Xmin =

Halbweite H: H

X3ja = Xqja =

(

Anzahl der Klausuren:

8 )
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

( Anzahl der Klausuren:

Urliste:

NummerderKlausur| 1 |2 |3 |4 | 5| 6| 7| 8
Notenpunkte 918|710 8 |11|11(13
Der GroRe nach geordnet:

NummerderKlausur|{ 1|2 (3| 4|5|6|7]|8
Notenpunkte 718|189 (10|11|11(13
Median x;;:

Viertelwert x,, :

Viertelwert x5, :

Minimalwert x,,,, :

Maximalwert X, :

Spannweite d:

Halbweite H:

9,5 (Wert, der die der Gr6Re nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)
8 (Median der unteren Halfte)
11 (Median der oberen Halfte)

7
13

= Xmax = Xmin =

H = Xaja = Xyja =

8 )
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1.6.2 Boxplot

Median xy/;:
Viertelwert x,, :

Viertelwert x3/, :

Minimalwert x,;,, :

Maximalwert x,, :

Spannweite d:

Halbweite H:

00 w1~

10

(Wert, der die der Grél3e nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)
(Median der unteren Halfte)
(Median der oberen Hilfte)

Xmax ~ Xmin = 7

X3J!4 - ){1‘,-4 - 3

10

Boxplot
——10
8
7
5
——3
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Ubung:

Urliste:

Nummer der Klausur | 1 314 6|78 10(11|12|13|1415|16|17(18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28|29|30
Notenpunkte 9 7 |10 11/11|13 8/ 9/8|6|6/15/8|15(15/ 5|9 /118 |7|9|6|14/11|8 |11| 7
Der GroRe nach geordnet:

Nummer der Klausur| 1 3|4 6| 7|8 10/11|12|13(14|15|16|17|18|19|20|21|22 /23|24 |25(26|27|28|29|30
Notenpunkte 6|6 71717 8/ 8|8, 8|8/8|(9/9|9|9|10|11|11|1211|11|11|13/14|15|15|15

Median x,;:
Viertelwert x,, :

Viertelwert x3, :

Minimalwert X ;,, :

Maximalwert X, :

Spannweite d:

Halbweite H:

(Wert, der die der GréRe nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)

(Median der unteren Halfte)

(Median der oberen Halfte)

Boxplot

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

’

0,1
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Urliste:

NummerderKlausur| 1| 2| 3| 4 6|7]|8 10(11(12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22(23|24|25|26|27|28|29|30
Notenpunkte 9|/8|7|10 11/11|13 8/9|8|6|6|15/8(15|15| 5|9 (11| 8|7 |9 |6 |14|11| 8 |11| 7
Der GroBe nach geordnet:

NummerderKlausur| 1| 2| 3| 4 6|78 10/11(12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22(23|24|25|26|27|28 /29|30
Notenpunkte 5/6|6|6 717|7 8/8|8(8/8|8|9(9|9|9(10(11|11|11(11|11|13|14|15|15|15
Median xy/;: 8,5 (Wert, der die der Grd3e nach geordnete Reihe der Daten halbiert.)

Viertelwert x;, : 7  (Median der unteren Halfte)

Viertelwert x3, : 11 (Median der oberen Halfte)

Minimalwert X, : 5

Maximalwert X,y 15

Spannweite d: d = Xpax - Xmin = 10

Halbweite H: H = 4

X3fq = Xy/4 =

16

14

12

10

Boxplot

15

11
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1.7 Streuung und Standardabweichung *)

empirische Streuung s> und Standardabweichung s
n Beobachtungen, arithmetisches Mittel X

Merkmalsauspragung X1 ) . Xy
Hiufigkeit Huo(x1) | Ho(x2) | ... | Ha(x)
rel. Haufigkeit ha(x1) | ha(x2) | ... | ha(x)
2 (x1 — %)% - Ho(x1) 4+ (0 — %)% - Ho(x) + -+ + (% — %)% - Ho(x,)
n

= (Xl — )_()2 - h,,(Xl) + (X2 — )?)2 . hn(Xz) + -+ (Xr —)?)2 - h,,(x,)

s2 ist die mittlere quadratische Abweichung vom arithmetischen
Mittel.

Die Wurzel aus s2 heiBt Standardabweichung s.

14 Aus: Warmuth, E.: 8.1. Auswertung statistischer Daten, 2019/2020, S. 54

14
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahl der Klausuren: 30 )
Urliste:
NummerderKlausur{ 1|2 |3 |4 |5|6|7|8|9|10(11|12|13|14|15|16(17|18|19|20|21|22(23|24|25|26|27|28|29|30
Notenpunkte 9(4(9,8|7|5|5|7|5|5|7|8|7|10/7|6(|10|10/7|6|7|7|5]9(3|3|8|7]|6
Haufigkeitstabelle:
Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 0 Summe
absolute Haufigkeit 0 0 0 0 0 3 3 3 10 3 5 1 2 0 0 30
relative Haufigkeit 0 0 0 0 0 01 | 01 | 01 |0333| 0,1 |0,167|0,033|0,067| 0O 0 1
Arithmetisches Mittel x (Durchschnitt) - Berechnung Gber absolute Haufigkeit:
7= +3:10+3:9+3:8+10:7+3:6+5:5+1:4+2-3 ~ 68
30 -
Empirische Streuung s® - Berechnung tber absolute Haufigkeit:
2 o +(10-6,8)2-3+(9-6,8)2-3+(8-6,8)%-3+(7-6,8)2-10+(6-6,8)2-3+(5-6,8)2-5+(4-68)%-1+(3-6,8)%:2 ~ 3403
30 -
Standardabweichung s :
s= Vs?x= 1869
15
10
5
0 B RN s 1. .
11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

15

14

13

12

-39-




Ubung:

Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe

Urliste:

Nummer der Klausur| 1 | 2

Notenpunkte 1213

8 (10

2113

Haufigkeitstabelle:

( Anzahl der Klausuren:

8

)

Notenpunkte 15

14

13

12 11 10 9 8

absolute Haufigkeit 0

relative Haufigkeit

Arithmetisches Mittel x (Durchschnitt) - Berechnung Gber absolute Haufigkeit:

x =

Empirische Streuung s* - Berechnung iiber absolute Haufigkeit:

2

12

s

Standardabweichung s :

s Vs2

I12

[12

Summe
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Beispiel: Korrektur Matheklausur in der Oberstufe ( Anzahlder Klausuren: 8 )

Urliste:

NummerderKlausur| 1|2 | 3|4 |5|6]| 7|8

Notenpunkte 12113 8 | 7| 8 |10] 2 |13

Haufigkeitstabelle:

Notenpunkte 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 Summe
absolute Haufigkeit 0 0 2 1 0 1 0 2 1 0 0 0 0 1 0 8
relative Haufigkeit 0 0 0,25 | 0,125 0 0,125 0 0,25 | 0,125 0 0 0 0 0,125 0 0 1

Arithmetisches Mittel x (Durchschnitt) - Berechnung Gber absolute Haufigkeit:

_ +2-13+1-12+1-10+2-8+1-7+1:2
x = 2 =~ 9,125

!

Empirische Streuung s - Berechnung iiber absolute Haufigkeit:

+(13-9,125)2+ 2+ (12-9,125)2- 1+ (10-9,125)2- 1 + (8 - 9,125)2- 2 + (7- 9,125)>- 1 + (2 - 9,125)2- 1

2 ~
se = g = 12,11
Standardabweichung s :
s= Vs?2= 348
2,5
2
15
1
0
15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
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2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

2.1 Vorgang mit zufalligem Ergebnis

Vorgang mit zufalligem Ergebnis

ist ein Vorgang, bei dem es im Allgemeinen mehrere mogliche
Ergebnisse gibt und bei dem vor Ablauf das Ergebnis nicht mit
Sicherheit vorhergesagt werden kann.

Beispiele 1
1. Wirfelwurf, Augenzahl
2. Geburten, Geschlecht des nichsten Babys
3. FuBballspiel, Ausgang des nachsten BL-Spiels von Hertha BSC
4. Ziehung 6 aus 49, Gewinnzahlen

15

2.2 Ergebnismenge

Ergebnismenge

Alle moglichen Ergebnisse bilden die Ergebnismenge Q. Q ist eine
nichtleere Menge.

16

15 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorgidnge mit zufilligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 3
16 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorgédnge mit zufélligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 4
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2.2.1 Beschreibung des Zufallsexperiments

Um die Ergebnismenge Q festlegen zu kénnen, muss das Zufallsexperiment beschrieben und das Beobachtungskriterium festgelegt werden.

Beispiel 1:

Gefalk mit Kugeln: 6 Stuck 3 Varianten zur Festlegung des Zufallsexperiments ( bzw. der Ergebnismenge Q)
1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

Q = {rot, griin, blau, gelb, grau}

[Q] =5
2. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Zahl

Q =1{1,3,4}

Q] =3
3. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe und Zahl

|:| Farben ausschreiben

Q] =6




Beispiel 2:

Gefal mit Kugeln: 49 Stiick

2] [ [ [of [] [s] [2]
o] [wof [7] [s] [&] [] [5]
2] [a] [a] [e] [of [0f [a0]
2] 5] B [e] [2] [ [4]
o] 2] [ [ [s] [&] [5]
sl [e] [7] [2] [] ] [2]
6] [mof [a] [6] [e] [8] [s]

|:| Farben ausschreiben

3 Varianten zur Festlegung des Zufallsexperiments ( bzw. der Ergebnismenge Q )
1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

Q = {rot, griin, blau, gelb, grau}

Q] =5
2. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Zahl

Q =1{1,2,3,4,56,7,8,9, 10}

|Q| = 10

3. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe und Zahl

Q ={(rot, 1), (rot, 5), (rot, 6), (rot, 8), (rot, 10), (griin, 1), (grlin, 2), (griin, 3), (griin, 4), (grin, 5),
(grin, 7), (grin, 8), (griin, 9), (blau, 1), (blau, 3), (blau, 4), (blau, 5), (blau, 6), (blau, 10},
(

gelb, 2), (gelb, 4), (gelb, 5), (gelb, 6), (gelb, 7), (gelb, 8), (gelb, 9), (gelb, 10), (grau, 2), (grau,

4), (grau, 5), (grau, 6), (grau, 7), (grau, 10)}

Q| =33
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2.2.2 Ergebnisse und Ereignisse

Unterschied zwischen Ergebnissen und Ereignissen:
Ein Ergebnis ist ein Element der Ergebnismenge.
Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Ergebnismenge.

(Einelementige Ereignisse werden als Elementarereignisse (=Ergebnisse) bezeichnet.)

Beispiel 1:

Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe
Q = {rot, grin, blau, gelb, grau}
Q] =5

Der Satz ,Es wird eine rote Kugel gezogen.” deutet hier auf ein Ergebnis hin, weil ,,rot” ein
Element der Ergebnismenge ist.

Beispiel 2:

Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe und Zahl

Q = {(rot, 1), (rot, 5), (rot, 6), (rot, 8), (rot, 10), (grtin, 1), (griin, 2), (grtin, 3), (grin, 4), (griin, 5),
(griin, 7), (griin, 8), (griin, 9), (blau, 1), (blau, 3), (blau, 4), (blau, 5), (blau, 6), (blau, 10),
(gelb, 2), (gelb, 4), (gelb, 5), (gelb, 6), (gelb, 7), (gelb, 8), (gelb, 9), (gelb, 10), (grau, 2), (grau,
4), (grau, 5), (grau, 6), (grau, 7), (grau, 10)}

Der Satz ,,Es wird eine rote Kugel gezogen.” deutet hier auf ein Ereignis hin, weil ,rot” auf
mehrere Elemente der Ergebnismenge zutrifft.

Die Menge {(rot, 1), (rot, 5), (rot, 6), (rot, 8), (rot, 10)} ist eine Teilmenge von Q.
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2.2.3 Unmogliches und sicheres Ereignis

Die leere Menge & heillt das unmégliche und die Ergebnismenge Q das sichere Ereignis.

Das unmogliche Ereignis tritt nie ein. Das sichere Ereignis tritt immer ein.

Beispiel:

Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe und Zahl

Q = {(rot, 1), (rot, 5), (rot, 6), (rot, 8), (rot, 10), (grin, 1), (griin, 2), (grin, 3), (griin, 4), (griin, 5),
(griin, 7), (griin, 8), (griin, 9), (blau, 1), (blau, 3), (blau, 4), (blau, 5), (blau, 6), (blau, 10),
(gelb, 2), (gelb, 4), (gelb, 5), (gelb, 6), (gelb, 7), (gelb, 8), (gelb, 9), (gelb, 10), (grau, 2), (grau,
4), (grau, 5), (grau, 6), (grau, 7), (grau, 10)}

,Es wird eine rote Zwei gezogen.” beschreibt ein unmadgliches Ereignis.

»,Es wird entweder eine rote, grine, blaue, gelbe oder graue Kugel gezogen.” beschreibt das
sichere Ereignis.

2.2.4 Operationen mit Ereignissen

a) Vereinigung'’ AU B tritt ein genau dann, wenn A oder B oder beide
eintreten

AUB={weQ:we Aoderwe B}

b) Durchschnitt AN B tritt genau dann ein, wenn sowohl| A als auch B eintritt
ANB={weQ:weAundwe B}

17 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorgénge mit zufélligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 24f
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c) Differenzmenge A\ B tritt genau dann ein, wenn A eintritt und B nicht eintritt

A\B={weQ:weAundw¢ B}

d) Gegenereignis A tritt genau dann ein, wenn A nicht eintritt

A={weQ:wgA}

e) Ereignisse unvereinbar (disjunkt)

A und B heiBen unvereinbar (disjunkt), wenn AN B =)
Q

=
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2.3 Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit gibt den Grad der Moéglichkeit des Eintretens bzw. der Voraussagbarkeit
eines Ereignisses an. Wahrscheinlichkeiten sind Zahlen zwischen 0 und 1, wobei 0 und 1 zuldssige
Werte sind. Einem unmaoglichen Ereignis wird die Wahrscheinlichkeit 0 zugewiesen, einem
sicheren Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1. 2

2.3.1 Empirisches Gesetz der grolRen Zahlen

Empirisches Gesetz der groBen Zahlen

Die Erfahrung zeigt: Nach einer groBen Zahl von Versuchen dndert
sich die relative Haufigkeit h,(A) eines Ereignisses A durch weitere
Versuche in der Regel nur noch wenig.

Die relative Haufigkeit h,(A) nach einer groBen Zahl von

Beobachtungen dient als Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit
P(A) eines Ereignisses A in einem Modell.

19

18 Sjehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Wahrscheinlichkeit#Stochastik
1% Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorgidnge mit zufilligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 41
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Beispiel 1: Ein Wiirfel wird 1-mal geworfen. 2°

- Das Ergebnis ist eine 1.

- Die absolute Haufigkeit der gewdrftelten len ist gleich 1: Hn(1) =1
- Die relative Haufigkeit der gewdrftelten len ist gleich 1: hn(1) =1
Anzahl der Wiirfe: n= 1 (Klick hier: Diese Zeile unten anzeigen!)
Verlauf der relativen Haufigkeiten
1,2
1
[
% 0.8 1 en
:g 0,6 - e
% I en
g 0.4 "4en, Sen und Gen"
0,2
0
1
B 3] 6
D |t | ) | ) | @) h2) | ) | 03) Haa56)04.56) D Ha(®) ) ha(d)
i=1 i=1
1 1 1 (1 0 0 0 |0 1 1

20 Sjehe: Empirisches Gesetz der groRen Zahlen.xlsm
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Beispiel 2: Ein Wiirfel wird 10-mal geworfen.

- Die Ergebnisse sind: 1,1, 1, 3,5,6,6,6,2 und 2
- Die absolute Haufigkeit der gewdrftelten len ist gleich 3: Hn(1) =3
- Die relative Haufigkeit der gewdrftelten len ist gleich 0,3: hn(1) =0,3

Anzahl der Wiirfe: n= 10 (Klick hier: Diese Zeile unten anzeigen!)
Verlauf der relativen Haufigkeiten
1.2

1
=
2t
g 0,8 1 en
o
:é 0,6 —7) e
w
= e
= 04 —
é ’ "4en, 5en und Gen"
o= pr—

0,2 / ‘/
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6 6
Wiirfel- . .
N [orgobus| HalD) | Bal1) | Ha(2) | B2) | Hi3) | 0y3) [a(45,6)0(4,56) ) Hu(D)] ) ha(i)
i=1 i=1

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 2 1
3 1 3 1 0 0 0 0 0 0 3 1
4 3 3 0,75 0 0 1 0,25 0 0 4 1
5 5 3 |06 0 |o 1 |02 1 |02 5 1
6 6 3 0,5 0 0 1 0,1667 2 0,3333 6 1
7 6 3 0,4286 0 0 1 0,1429 3 0,4286 7 1
8 6 3 0,375 0 0 1 0,125 4 0,5 8 1
9 2 3 0,3333 1 0,1111 1 0,1111 4 0,4444 9 1
10 2 3 03 2 1 |01 4 |04 10 1
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Beispiel 2: Ein Wiirfel wird 100-mal geworfen.

- Die Ergebnisse sind: 1,1,1,3,5,6,6,6,2,2,..,2,3,3,1,1,6und5
Hn(1) =23

- Die absolute Haufigkeit der gewdirftelten len ist gleich 23:

- Die relative Haufigkeit der gewdirftelten len ist gleich 0,23:

RELATIVE HAUFIGKEIT

1,2

0,8
0,6

0,4

02 f

1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 87 89 91 93 95 97 99

Anzahl der Wiirfe:

n=

N

100

hn(l) =

0,23

(Klick hier: Diese Zeile unten anzeigen!)

Verlauf der relativen Haufigkeiten

-] en
- e
— Jen

"4en, 5en und 6en”

5] 6
N | Ha(D) | M1 | H2) | ha(2) | H3) | h3) Hn{4,5,6)hn{4,5,6]ZHn(i)Zhn(i)
i=1 i=1
94 | 2 | 21 |0223a| 17 01809 | 14 01489 | 42 04468 | o4 1
os | 3 | 21 02211 ] 17 |oa789| 15 |oa579 | 42 [o4421 | 95 1
96 | 3 | 21 |o2188| 17 |oa771| 16 01667 | 42 (04375 | 96 1
97 | 1 | 22 02268 17 04753 | 16 01649 | 42 [0,433 97 1
o8 | 1 | 23 02347 17 |0a735| 16 01633 | 42 (04286 | o8 1
99 | 6 | 23 [02323] 17 04717 | 16 01616 | 43 (04343 | 99 1
10 | s 23 [0,23 17 017 | 16 [o16 44 |oaa 100 1
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Beispiel 4: Ein Wiirfel wird 1.000-mal geworfen.

- Die Ergebnisse sind: 1, 1,1, 3,5,6,6,6,2,2,...,2,3,3,1,1,6,5,...,6,2,6,3,4,2,und 4
Hn(1) = 148
hn(1) = 0,148

- Die absolute Haufigkeit der gewdrftelten len ist gleich 148:
- Die relative Haufigkeit der gewdirftelten len ist gleich 0,23:

Anzahl der Wiirfe: n= 1000 (Klick hier: Diese Zeile unten anzeigen!)
Verlauf der relativen Haufigkeiten
1,2
1
=
p4
© 0.8 —1 en
o
:§ 0,6 -7 e
w
E o 3o
é ! "4en, 5en und 6en”
o
0,2
o g S . 5
0
TN N S B R AR B SN A RN ORI RSB 8YBREICSRALIEREIURS IR INIBRS T ABRYTIBRABRE
L B B TS IR o R e O o A o N o I o A A AN o T T o N T o T 0 = B~ = S mL~ T T ¥ N ¥ T ¥ IR ¥ N ¥ Y= LY = R o ¥ o (T TV T o S R h I I -« i -« T = o I « - o -« I = = I = = I = I =) ]
6 6
Wirfel- . .
N |aeter | 1) | b)) | 2 | huf2) | HaB) | hef3) |oa56)ea,56)| > Ha()] Y ()
i=1 i=1
994 | 6 148 [0,1489 | 198 [0,1992 | 148 |0,1489 | 500 |0,503 994 1
995 | 2 148 [0,1487 | 199 [0,2 148 |0,1487 | 500 [0,5025 | 995 1
9% | 6 148 [0,1486 | 199 [0,1998 | 148 |0,1486 | 501 [0,503 996 1
997 | 3 148 [0,1484 | 199 [0,1996 | 149 |0,1494 | 501 |0,5025 | 997 1
998 | 4 148 [0,1483 | 199 [0,1994 | 149 |0,1493 | 502 [0,503 998 1
999 | 2 148 [0,1481 | 200 [0,2002 | 149 |0,1491 | 502 [0,5025 | 999 1
1000 4 | 148 [0,048 | 200 [02 | 149 0,149 | 503 [o0,503 | 1000 1
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Beispiel 5: Ein Wiirfel wird 10.000-mal geworfen.

- Die Ergebnisse sind: 1,1, 1, 3,5,6,6,6,2,2,...,2,3,3,1,1,6,5,...,6,2,6,3,4,2,4,...,3,3,4,4,6,3und 2
- Die absolute Haufigkeit der gewdrftelten len ist gleich 1667: Hn(1) = 1667
- Die relative Haufigkeit der gewdrftelten len ist gleich 0,1667: hn(1) = 0,1667

1,2

RELATIVE HAUFIGKEIT
e
=)

Anzahl der Wiirfe:

n=

10000

(Klick hier: Diese Zeile unten anzeigen!)

Verlauf der relativen Haufigkeiten

-1 en
- e
e

"4en, 5en und 6en”

L I T T = T O o T O = o O 0 T T e = T O T T = T O T i T S 5 T O T O = e O T O O N O T ¥ T = T e IO O Vi O O T T T O o T O O = 1 O T O T = T B o5
W o0 st A~ moo w00 o w MmO W e~ WM w e ~m O D 0D M~ m o vy ~ O W Ny~ O WD s O N D
H A A A S NN NN NN NS ST ST TN WD W W W W WSSO0 0000000 D
6 2]
Wirfel- . .
no | ) | ) | ) | ) | HE) | @) 45.6)0(4,5.6) Y Hu ()] ha(D)
i=1 i=1
9994 | 3 | 1667 [0,1668 | 1733 |0,1734 | 1646 [0,1647 | 4948 |0,4951 | 9994 1
9995 | 3 | 1667 [0,1668 | 1733 |0,1734 | 1647 |0,1648 | 4948 |0,495 | 9995 1
9996 | 4 | 1667 [0,1668 | 1733 |0,1734 | 1647 |0,1648 | 4949 |0,4951 | 9996 1
9997 | 4 | 1667 [0,1668 | 1733 |0,1734 | 1647 |0,1647 | 4950 |0,4951 | 9997 1
9998 | 6 | 1667 [0,1667 | 1733 |0,1733 | 1647 [0,1647 | 4951 |0,4952 | 9998 1
9999 | 3 | 1667 [0,1667 | 1733 |0,1733 | 1648 [0,1648 | 4951 [0,4951 | 9999 1
10000 2 | 1667 |0,1667 | 1734 [0,1734 | 1648 [0,1648 | 4951 [0,4951 | 10000 [ 1
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Wie aus den Beispielen 1 bis 5 zu erkennen ist, wird die relative Haufigkeit fir unendliche viele

Versuche gegen 0,16 = 16,6% = % streben.

1

Die Wahrscheinlichkeit, eine 1 zu wiirfeln, betrigt demnach P(1) = 0,16 = 16,6% = -

Fir die Wahrscheinlichkeit der anderen Zahlen ergibt sich der gleiche Wert. Es gilt:

P(1) = 0,16 = 16,6% =
P(2) = 0,16 = 16,6% =
P(3) = 0,16 = 16,6% =
P(4) = 0,16 = 16,6% =
P(5) = 0,16 = 16,6% =

P(6) =0,16 = 16,6% =

ANl= = =R Ok =k O

Also besitzen alle Ergebnisse die gleiche Wahrscheinlichkeit. Die Ergebnisse sind gleichwahrscheinlich.

2.3.2 Laplace-Wahrscheinlichkeit

Sei Q = {wy,wa,...,w,} eine endliche Menge und alle Ergebnisse

seien gleichwahrscheinlich. Die dadurch gegebene
Wahrscheinlichkeitsverteilung

A

r

P(A) =

heiBt Laplace-Wahrscheinlichkeit.

21

Ein Zufallsexperiment, bei dem alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich sind, heilt Laplace-Experiment.

Hinweis:
A ist ein Ereignis, also eine Teilmenge von Q. Wahlt man z.B. A = {w;, W3, W4, We}, SO ist |A| = 4.

Die Ergebnisse w4, w3, w4, wg heilden fiir das Ereignis A glinstige Ergebnisse.

1Al _ 1Al _4

Es ergibt sich: P(A) = i

21 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorginge mit zufilligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 34
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a) Beispiel fir ein Laplace-Experiment

(Siehe auch: Bernoulli-Experiment, S. 149)

In einem GefadR befinden sich 30 Kugeln, die (bis auf Farbe und Zahl) alle gleich sind. Es wird blind gezogen, d.h. die Wahrscheinlichkeit, gezogen zu
werden, ist fiir jede Kugel gleich.

GefdlR mit Kugeln: 30 Stiick

‘ 1 ‘ ‘ 8 ‘ ‘ 15 | ‘ 22 ‘ | 29 ‘ Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe und Zahl

2] [9o] [16] [23] |30] Q = {(rot, 3), (rot, 5), {rot, 10), (rot, 15), (rot, 20), (rot, 21), (rot, 23), (rot, 26), (rot, 27), (rot, 28),
(griin, 8), (grlin, 18), (griin, 19), (griin, 25), (blau, 6), (blau, 14), (blau, 16), (blau, 24), (gelb,

3] [10] [17] [24] 1), (gelb, 2), (gelb, 4), (gelb, 7), (gelb, 9), (gelb, 12), (gelb, 17), (gelb, 22), (gelb, 29), (gelb,

‘ 7 ‘ ‘ - ‘ ‘ = | ‘ = ‘ 30), (grau, 11), (grau, 13)}

[s] [22] [a9] [26]

& [ H =30

[ 7] [1a] [21] [28]

Da jede Kugel ein Ergebnis darstellt und die Ergebnisse alle gleichwahrscheinlich sind, handelt es sich um ein Laplace-Experiment.

Man definiere das Ereignis A:
A: Es wird eine rote Kugel gezogen. bzw. A ={(rot, 3), (rot, 5), (rot, 10), (rot, 15), (rot, 20), (rot, 21), (rot, 23), (rot, 26), (rot, 27), (rot, 28)}

Die Anzahl der Elemente von A betragt |A| = 10.

Nach der Laplace-Formel ergibt sich: P(A) = % = g = § =0,3=333%
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b) Beispiel fir KEIN Laplace-Experiment

Es wird exakt das gleiche GefadR wie in Beispiel a) betrachtet. Jedoch wird nun die Ergebnismenge anders festgelegt:

Gefal mit Kugeln: 30 Stiick Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe
Le] [8] [as] [22] [29] Q = {rot, griin, blau, gelb}
7] 6 8 B3 G ol
[3] [0 [17] [24] 10 .
10  rote Kugeln P(rot) = 20 =~ (00,3333 = 33%
La] [a2] [28] [25]
- - — 5 ~ ~
| 5 | | 12 | | 19 | | 26 | 5 griine Kugeln P(griin) = =0 ° 0,1667 = 17% Alle Ergebnisse
| 6 | | 13 | | 20 | | 27 | gleichwahrscheinlich: nein
9 blaue Kugeln P(blau) = % ~ 03 = 30%
[7] [2a] [2a] [a8] .
= KEIN Laplace-Experiment
6 gelbe Kugeln P(gelb) = % >~ 02 = 20%
30
30  Kugeln (gesamt) P(Q) = =0 = 1 =~  100%

Es ist zwar weiterhin moglich, die Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse ,rot”, ,griin“, ,blau” und ,,gelb” mit Hilfe der Laplace-Formel zu berechnen.
Da jedoch bei dieser Festlegung der Ergebnismenge die Ergebnisse NICHT gleichwahrscheinlich sind, handelt es sich um KEIN Laplace-Experiment.

-56-




c) Beispiel fiir ein weiteres Laplace-Experiment

In einem GefaR befinden sich 48 Kugeln, die (bis auf die Farbe) alle gleich sind. Es wird blind gezogen, d.h. die Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden,
ist fir jede Kugel gleich.

Gefdld mit Kugeln: 48 Stiick Ergebnis- Wahrscheinlichkeiten

| | | | | | | | | | | | | | 1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

N N T s Y ey O Q = {rot, grin)

[ s ey A e A e o] =2
A VO s Y I A I O
| | | | | | | | | | | | | | 24 rote Kugeln P(rot) :—ig ~ 05 = 50%
[ VO s Y N I A I O
" L 24 N
| | | | | | | | | | | | 24 griine Kugeln P(griin) = g 05 = 50% Alle Ergebnisse
gleichwahrscheinlich: ja
|:| Farben ausschreiben L
= Laplace-Experiment
48
48  Kugeln (gesamt) P(Q) = KE 1 =~  100%

Da P(rot) = P(griin) ist und somit alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich sind, handelt es sich um ein Laplace-Experiment.
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Ubung 1:

In einem GefaR befinden sich 12 Kugeln, die (bis auf die Farbe) alle gleich sind. Es wird blind gezogen, d.h. die Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden,
ist fir jede Kugel gleich.

GefdlR mit Kugeln:

]

00U 00

]
]
]
]
]
]

D Farben ausschreiben

Stiick

Ergebnis- Wahrscheinlichkeiten

1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

O =

Q] =

griine Kugeln P(griin) = = =
blaue Kugeln P(blau) = = =
gelbe Kugeln P(gelb) = = o
Kugeln (gesamt) P(Q) = o~ =

Alle Ergebnisse

gleichwahrscheinlich:
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Gefalk mit Kugeln:

0000

[
]
[
[
[
[
[

|:| Farben ausschreiben

Ergebnis- Wahrscheinlichkeiten

1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

Q = {griin, blau, gelb}

Q] =3
.. .. 4
4 grine Kugeln P(griin) :?E 0,3333 = 33%
i
4 blaue Kugeln P(blau) :TE 0,3333 = 33%
i
4 gelbe Kugeln P(gelb) :TE 0,3333 = 33%
12
12 Kugeln (gesamt) P(Q) = ETH = 1 >~ 100%

Alle Ergebnisse
gleichwahrscheinlich: ja

= Laplace-Experiment
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Ubung 2:

In einem GefaR befinden sich 25 Kugeln, die (bis auf die Farbe) alle gleich sind. Es wird blind gezogen, d.h. die Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden,
ist fur jede Kugel gleich.

GefaRR mit Kugeln: Stlick Ergebnis- Wahrscheinlichkeiten

‘ | | | | | | ‘ 1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

N O ) B 0=
[ T B N By O ol =

I rote Kugeln P(rot) = —

rine Kugeln P(grin) = — = ~
‘ | | | | | 8 8 (griin) Alle Ergebnisse
gleichwahrscheinlich:
I:‘ Farben ausschreiben blaue Kugeln P{blau] _ ~ ~ L
=
gelbe Kugeln P(gelb) = —— = =
graue Kugeln P(grau) = —— = =
Kugeln (gesamt) P(Q) = — = ~
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GefdlR mit Kugeln:

25 Stiick

|:| Farben ausschreiben

Ergebnis- Wahrscheinlichkeiten

1. Es wird 1-mal gezogen, Beohachtungskriterium: Farbe

Q = {rot, griin, blau, gelb, grau}

o] =5
5 -

5 rote Kugeln P(rot) = BTE ~ 02 = 20%

. .. 5

5 griine Kugeln P(griin) = BT ~ 0,2 = 20%
5

5 blaue Kugeln P(blau) = o ~ 02 = 20%
5

5 gelbe Kugeln P(gelb) = BT ~ 0,2 = 20%
5

5 graue Kugeln P(grau) = BT ~ 02 = 20%
25

25  Kugeln (gesamt) P(Q) = BT ~ 1 >~ 100%

Alle Ergebnisse
gleichwahrscheinlich: ja

= Laplace-Experiment

-61-



Ubung 3:

In einem GefadR befinden sich 30 Kugeln, die (bis auf die Farbe) alle gleich sind. Es wird blind gezogen, d.h. die Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden,
ist fur jede Kugel gleich.

GefdR mit Kugeln: Stiick Ergebnis- Wahrscheinlichkeiten

| | | | | | ‘ | | | 1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

N Iy O Q =
I I Ry O B |0

| | | | | | ‘ | rote Kugeln P(rot) = —— = o
I e N e O I
| | | | | | ‘ | griine Kugeln P(grin) = —— = = Alle Ergebnisse
gleichwahrscheinlich:
|:| Farben ausschreiben L
=
Kugeln (gesamt) P(Q) = — = =
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Gefdll mit Kugeln: 30 Stiick Ergebnis- Wahrscheinlichkeiten

| | | ‘ ‘ | | | | | 1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

N U U N e O Q = {rot, griin}

A O e O R lal =2
I e N I
| | | ‘ ‘ | | | 16  rote Kugeln P(rot) :%E 0,5333 = 53%
I N e O R
14  griine Kugeln P(griin) -4 . 0,4667 = 47%
| | | ‘ ‘ | | | 30 B Alle Ergebnisse
gleichwahrscheinlich: nein
D Farben ausschreiben L
= KEIN Laplace-Experiment
30
30  Kugeln (gesamt) P(Q) = =0 ~ 1 >~ 100%

-63 -



2.4 Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsverteilung

2.4.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist durch eine Tabelle der
folgenden Art eindeutig bestimmt:

Ergebnis \wl Wy ... Wy
Wahrscheinlichkeit ‘ Pr P2 ... Pr

» px = P({wk}), d. h. py ist die Wahrscheinlichkeit des
Ergebnisses wy.

»0<pe=1
> prtpat-oopr=1

22

2.4.2 Nichtnegativitat, Normiertheit und Additivitat

Es seien §) eine nichtleere endliche Menge und 25 die Menge aller
Teilmengen von ). Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist eine
auf 29 definierte Funktion mit Werten in [0; 1], welche den
folgenden Bedingungen geniigt:

1. P(A)>0 (Nichtnegativitat)
2. P(Q2)=1 (Normiertheit)
3. Fiir unvereinbare Ereignisse A und B gilt

P(AU B) = P(A) + P(B) (Additivitat)

23

22 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorgénge mit zufélligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 15
23 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorginge mit zufilligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 27
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Beispiel:

Gefdll mit Kugeln: 49 Stiick

|:| Farben ausschreiben

Tabelle zur Wahrscheinlichkeitsverteilung P:

Ergebnis- Wahrscheinlichkeiten

1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

Q = {rot, grin, blau, gelb, grau}

Q] =5

13
P(rot) = ——

13 rote Kugeln 9 = (0,2653 = 26,53%
" . 9

9 griine Kugeln P(grin) = a9 =~ (,1837 = 18,37%
15

15  blaue Kugeln P(blau) = T =~ 00,3061 = 30,61%
7

7 gelbe Kugeln P(gelb) = 29 =~ (0,1429 = 14,29%
5

5 graue Kugeln P(grau) = 29 ~ 0,102 = 10,20%
49

49  Kugeln (gesamt) P(Q) = 29 = 1 = 100%

Ergebnis

rot

grun

blau

gelb

grau

Wahrscheinlichkeit

0,2653

0,1837

0,3061

0,1429

0,102

Die Summe aller Ergebniswahrscheinlichkeiten ist gleich 1.

P(rot oder griin) =0,2653 + 0,1837 = 0,449

Alle Ergebnisse
gleichwahrscheinlich: nein

= KEIN Laplace-Experiment
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2.4.3 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten (unmogliches Ereignis, Gegenereignis,
Differenz und Vereinigung)

In einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P) gilt:

= 0
1—-P(A)
P(A) — P(AN B)
= P(A)+P(B)—-P(ANB)

B
X ==

1

2. P(
3. P(A\
4 U

24

24 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorgidnge mit zufilligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 28
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Beispiel: A und B sind unvereinbar (disjunkt): An B= = P(AU B) = P(A) + P(B)

Gefdll mit Kugeln:

49 Stiick

D Farben ausschreiben

P(rot)
P(griin)
P(blau)
P(gelb)
P(grau)

P(Q)

o

112

12

112

112

12

0,26531

0,18367

0,30612

0,14286

0,10204

1

Ereignis- Wahrscheinlichkeiten (1)

1. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Farbe

Q = {rot, griin, blau, gelb, grau}

Q=5

(Elementar-)Ereignisse:

A

B

: Es wird eine rote Kugel gezogen.

: Es wird eine griine Kugel gezogen.

: Es wird eine blaue Kugel gezogen.

. Es wird eine gelbe Kugel gezogen.

. Es wird eine graue Kugel gezogen.

Verknupfung von Ereignissen:

AU

: Es wird eine rote ODER griine Kugel gezogen.

=

P(A U B)

12

112

112

I12

112

112

112

112

0,26531
0,18367
0,30612
0,14286

0,10204

P(A)
0,26531

0,44898

+

Weil nur entweder eine rote (A) oder eine griine Kugel (B) gezogen werden kann (aber keine Kugel, die sowohl rot als auch grin ist), ist:

Es gilt also:

P(ANB)=P()=0

P(A U B)=P(A) +P(B)- P(A nB)=P(A) + P(B) =0,26531 + 0,18367 = 0,44898

P(B)

0,18367 -

P(A N B)

0
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Beispiel: A und B sind vereinbar (nicht disjunkt): An B# & = P(AU B) =P(A) + P(B) - P(A n B)

Gefdll mit Kugeln: 49 Stlick Ereignis- Wahrscheinlichkeiten (2)
1 9 9 10 1 6 8 2. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Zahl
L2] [of [of [ao] [2] [6] [s8] gezog g
(s 3] [e] [9of [7z] [3] [7] 0 ={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}
La] [2] [e] [1] [&] [72] [2] o] = 10
1 [ [ [ O [ & 31 =2 = 006l
49
G o [ [ [ B [ )6 o o
] & O @ @ E L, [ P =0
6 8 6 10 2 2 2 P(S)ZLEO,OZ
49
o) o O [ O [ @ o) - o o
49

Ereignisse ( = Teilmengen von Q):
A :Es wird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 3 ; 5 ]gezogen.
B :Es wird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 4 ; 6 ] gezogen.
A U B : Es wird eine Zahl aus dem Intervall [ 3 ; 5 ] ODER dem Intervall [ 4 ; 6 ] gezogen.

A n B : Es wird eine Zahl aus dem Intervall [ 4 ; 5] gezogen.

P(A) = 0,204
P(B) = 0,327
P(ANB) = 0,143
PAUB) = P(A) +  P(B) -PANB)

lI2

0,204 + 0,327 - 0,1429 =~  0,3878

Die Ergebnisse 4 und 5 sind sowohl flir das Ereignis A als auch fir das Ereignis B giinstig: AN B={4,5}# J
Es gilt also: P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A n B) =0,3878
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Ubung 1:

Gefdll mit Kugeln: 10 Stiick

=
]

o o] [ =] [ [3] o]

Ereignis- Wahrscheinlichkeiten (2)
2. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Zahl

0 =1{3,5,6,8,10}

Q] =5
P(1)=—= P(5) =—< P9 )=—2=
P(2)=—2= P(6) = — = P(10) = — =
P(3)=—= P(7)=—2=
P(4)=—= P(8) =—2=

Ereignisse ( = Teilmengen von Q):

A :Es wird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 1 ; 5 ]gezogen.

B :Es wird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 8 ; 10 ] gezogen.

AUB:
ANnB:

P(A)

P(B)

P(A n B)

P(A UB)

I12

112

12

112

112
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GefiaR mit Kugeln: 10 Stiick Ereignis- Wahrscheinlichkeiten (2)
2. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Zahl

Q =1{3,5,6,8, 10}

ey
o

Q] =5

=
=
[
[12
o
=
wu
[
[
I12
o
oe]
=
0
I
E
12
o

10 10 10
P{Z):l—%%o P{G)z%%O,?; P(10):1—10%0,1
p{3)=1—zozo,z P{7)=1—%'§0
P{4):1—%go p(a):l—zogo,z

Ereignisse ( = Teilmengen von Q):
A :Es wird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 1 ; 5 ]gezogen.
B :Es wird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 8 ; 10 ] gezogen.
AU B : Es wird eine Zahl aus dem Intervall [ 1 ; 5 ] ODER dem Intervall [ 8 ; 10 ] gezogen.
A n B : Esist nicht moglich eine Zahl zu ziehen, die im Intervall [ 1 ; 5] UND im Intervall [ 8 ; 10 ] liegt.

P(A) = 0,4
P(B) = 0,3
PANB) = 0
PAUB) = P(A) +  P(B) -PANB)
~ 04 + 03 - 0 =z 0,7
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Ubung 2:

GefaB mit Kugeln: 10 Stiick

=

o o] [ =] L] [

Ereignis- Wahrscheinlichkeiten (2)
2. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Zahl

0Q ={3,5,6,8, 10}

Q] =5
P(1)=—= P(5) = — = P( 9 )
P(2)=—= P(6) = — = P( 10 )
P(3)=—= P(7) =—=
Pl4)=—=  P(8)=—=

Ereignisse ( = Teilmengen von Q):

A :Eswird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 2 ;

B :Eswird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 4 ;

AUB:
AnB:

P(A)

P(B)

P(A n B)
P(AUB)

12

112

12

112

112

12

12

6 ] gezogen.
9 ] gezogen.

-71-




Gefdll mit Kugeln: 10 Stick Ereignis- Wahrscheinlichkeiten (2)
2. Es wird 1-mal gezogen, Beobachtungskriterium: Zahl

Q =1{3,5,6,8, 10}

=
o

0] =5
—i’v = 2/\4 :iz
P{1)—10:0 P{5]—E:0,2 P( 9 ) 0 -0
[ 6] 0 3 _1
L N S P(10) = —— = 01
Pl 2) 10_0 P( 6 ) 10_0,3 (10) 10
6] _2 . _ 0
P{3)—10_0,2 P{7)—10_0
P(4)=—2=0 P(8)=—2=02
10 10

Ereignisse ( = Teilmengen von Q):
A :Es wird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 2 ; 6 ]gezogen.
B :Es wird eine Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall [ 4 ; 9 ]gezogen.
AU B :Es wird eine Zahl aus dem Intervall [ 2 ; 6 ] ODER dem Intervall [ 4 ; 9 ] gezogen.

A n B :Es wird eine Zahl aus dem Intervall [ 4 ; 6] gezogen.

P(A) = 0,7
P(B) = 0,7
PANB) = 0,5
PAUB) = P(A) +  P(B) -PANB)

12

0,7 + 07 - 05 = 0,9



3 Kombinatorik

Die Kombinatorik beschaftigt sich mit Abzahlproblemen.

Im Folgenden soll die Frage , Wie viele Kombinationsmoglichkeiten gibt es?” fiir verschiedene
Modelle beantwortet werden.

Beim Lotto ,,6 aus 49“ gibt es z.B. 13.983.816 mdgliche Ziehungen. Da alle moglichen Ergebnisse
gleichwahrscheinlich sind, liegt die Wahrscheinlichkeit, fiir ,,6 Richtige” demnach bei

Es ergeben sich z.B. folgende Fragen:

o Wie kommt man auf diese Anzahl der Moglichkeiten?

e Wie viele Moglichkeiten gdbe es, wenn man zusatzlich noch die Reihenfolge der gezogenen Kugeln
beachten wiirde oder die Kugeln nach dem Ziehen wieder zurlicklegen wiirde?

e Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit fir 3, 4 oder 5 Richtige?

Ziel ist es zudem, die Formeln in der Ubersichtstabelle (siehe S. 90) mit einfachen Beispielen (und
kleinen Zahlen) verstandlich zu machen und den Vorgang des Kugelziehens auch auf andere
Sachverhalte zu Ubertragen.

Ill

Grundlage fir alle Formeln ist die ,Produktrege

3.1 Zahlalgorithmus (Produktregel)

Z3hlalgorithmus

Eine Auswahl werde in k aufeinanderfolgenden Schritten vollzogen.
Das Ergebnis ist ein k-Tupel. Gibt es dabei

im 1. Schritt n Moglichkeiten,
im 2. Schritt jeweils  ny Moglichkeiten,

im k-ten Schritt jeweils n, Moglichkeiten,
so gibt es insgesamt n1 - no - ... - ng Moglichkeiten der Auswahl.

25

Die nachfolgenden Abbildungen wurden mit der Exceldatei ,Kombinatorik.xIs“ erstellt.

25 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorginge mit zufélligem Ergebnis,Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 62
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Beispiel:

Zahlalgorithmus (Produktregel)

[] ausblenden

k= 4
n,= 2 Salat Suppe
n,= 4 Fisch Gans Ente vegan
n,= 3 Eis Pudding Kompott
ng= 2 Sport  faul
Kombinationen: n; * ny,* n;* n,
=2-4-3:2 =48
1 . Moglichkeit: (Salat, Fisch, Eis, Sport) 17 . Méglichkeit: (Salat, Fisch, Kompott, Sport) 33 . Moglichkeit: (Salat, Fisch, Pudding, faul)
2 . Méglichkeit: (Suppe, Fisch, Eis, Sport) 18 . Méglichkeit: (Suppe, Fisch, Kompott, Sport) 34 . Moglichkeit: (Suppe, Fisch, Pudding, faul)
3 . Moglichkeit: (Salat, Gans, Eis, Sport) 19 . Moglichkeit: (Salat, Gans, Kompott, Sport) 35 . Moglichkeit: (Salat, Gans, Pudding, faul)
4, Méglichkeit: (Suppe, Gans, Eis, Sport) 20 . Méglichkeit: (Suppe, Gans, Kompott, Sport) 36 . Méoglichkeit: (Suppe, Gans, Pudding, faul)
5 . Méglichkeit: (Salat, Ente, Eis, Sport) 21 . Moglichkeit: (Salat, Ente, Kompott, Sport) 37 . Moglichkeit: (Salat, Ente, Pudding, faul)
6 . Méglichkeit: (Suppe, Ente, Eis, Sport) 22 . Moglichkeit: (Suppe, Ente, Kompott, Sport) 38 . Mdglichkeit: (Suppe, Ente, Pudding, faul)
7 . Méglichkeit: (Salat, vegan, Eis, Sport) 23 . Moglichkeit: (Salat, vegan, Kompott, Sport) 39 . Moglichkeit: (Salat, vegan, Pudding, faul)
8 . Moglichkeit: (Suppe, vegan, Eis, Sport) 24 . Méoglichkeit: (Suppe, vegan, Kompott, Sport) 40 . Moglichkeit: (Suppe, vegan, Pudding, faul)
9 . Méglichkeit: (Salat, Fisch, Pudding, Sport) 25 . Mdglichkeit: (Salat, Fisch, Eis, faul) 41 . Méglichkeit:  (Salat, Fisch, Kompott, faul)
10 . Méglichkeit: (Suppe, Fisch, Pudding, Sport) 26 . Moglichkeit: (Suppe, Fisch, Eis, faul) 42 . Méglichkeit:  (Suppe, Fisch, Kompott, faul)
11 . Méglichkeit: (Salat, Gans, Pudding, Sport) 27 . Moglichkeit: (Salat, Gans, Eis, faul) 43 . Moglichkeit:  (Salat, Gans, Kompott, faul)
12 . Méglichkeit: (Suppe, Gans, Pudding, Sport) 28 . Moglichkeit: (Suppe, Gans, Eis, faul) 44 , Méglichkeit: (Suppe, Gans, Kompott, faul)
13 . Méglichkeit: (Salat, Ente, Pudding, Sport) 29 . Mdglichkeit: (Salat, Ente, Eis, faul) 45 | Méglichkeit:  (Salat, Ente, Kompott, faul)
14 . Méglichkeit: (Suppe, Ente, Pudding, Sport) 30 . Moglichkeit: (Suppe, Ente, Eis, faul) 46 . Moglichkeit: (Suppe, Ente, Kompott, faul)
15 . Moglichkeit: (Salat, vegan, Pudding, Sport) 31 . Méglichkeit: (Salat, vegan, Eis, faul) 47 . Moglichkeit: (Salat, vegan, Kompott, faul)
16 . Méglichkeit: (Suppe, vegan, Pudding, Sport) 32 . Mdglichkeit: (Suppe, vegan, Eis, faul) 48 . Méglichkeit: (Suppe, vegan, Kompott, faul)

Ubung: Bestimmen Sie die Anzahl der Kombinationsmdglichkeiten fiir ein Menii, wenn es als Vorspeise ,Salat” oder ,,Suppe”, als Hauptgericht ,,Fisch®,

»,Gans”, Ente”, ,vegan” oder ,Diat” und als Dessert ,Eis“, Pudding” oder ,,Kompott“ moglich sind.
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Zahlalgorithmus (Produktregel) [] ausblenden

k= 3

n,= 2 Salat  Suppe

n,= 5 Fisch Gans Ente vegan Diat
ny= 3 Eis Pudding Kompott

Kombinationen: n; - ny - ng

W oo N O kW N

et i el e =
O BEWw N = O

. Méglichkeit:
. Méglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Méglichkeit:
. Moglichkeit:
. Méoglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Méglichkeit:
. Méglichkeit:
. Moglichkeit:

(Salat, Fisch, Eis)
(Suppe, Fisch, Eis)
(Salat, Gans, Eis)
(Suppe, Gans, Eis)
(Salat, Ente, Eis)
(Suppe, Ente, Eis)
(Salat, vegan, Eis)
(Suppe, vegan, Eis)
(Salat, Diat, Eis)
(Suppe, Diat, Eis)
(Salat, Fisch, Pudding)
(Suppe, Fisch, Pudding)
(Salat, Gans, Pudding)
(Suppe, Gans, Pudding)
(Salat, Ente, Pudding)
(Suppe, Ente, Pudding)

17
18
19
20
21
22
23

24,

25
26
27
28
29
30

. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:
. Moglichkeit:

(Salat, vegan, Pudding)
(Suppe, vegan, Pudding)
(Salat, Diat, Pudding)
(Suppe, Diat, Pudding)
(Salat, Fisch, Kompott)
(Suppe, Fisch, Kompott)
(Salat, Gans, Kompott)
(Suppe, Gans, Kompott)
(Salat, Ente, Kompott)
(Suppe, Ente, Kompott)
(Salat, vegan, Kompott)
(Suppe, vegan, Kompott)
(Salat, Diat, Kompott)
(Suppe, Diat, Kompott)
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3.2 Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von Kugeln

3.2.1 Modell 1: Geordnet / mit Wiederholung *)

Beispiel 1:

In einem Gefal befinden sich 2 Kugeln. Es wird 2-mal gezogen. Nach jedem Ziehen wird die Kugel zurlickgelegt. Die Reihenfolge der gezogenen Kugeln
soll beachtet werden.

Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von Kugeln Veranschaulichung durch ein Baumdiagramm:
n= 2 |(durchnummerierte Kugeln)
k= 2 |(Ziehungen) | — |
Art: geordnet / mit Wiederholung | |
1 2
I I I I
I I I I
Anzahl: 4 1 5 1 5
d
Méglichkeit g':;:r‘; ::f’ . - | Kugell | Kugel2
1 1 1 1
2 1 2 1
3 1 1 2
4 1 2 2
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Beispiel 2:

In einem GefaR befinden sich 3 Kugeln. Es wird 3-mal gezogen. Nach jedem Ziehen wird die Kugel zurlickgelegt. Die Reihenfolge der gezogenen Kugeln

soll beachtet werden.

Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von Kugeln
n= 3 |(durchnummerierte Kugeln)

k= 3 |(Ziehungen)

Art: geordnet / mit Wiederholung

Maglichkeit | Kugell | Kugel2 | Kugel3 Maglichkeit . Kugel 1 . Kugel 2 B Kugel 3 -
1 1 1 1 17 2 3 2
2 2 1 1 18 3 3
3 3 1 1 19 1 1 3
4 1 2 1 20 2 1 3
5 2 2 1 21 3 1 3
6 3 2 1 22 1 2 3
7 1 3 1 23 2 2 3
8 2 3 1 24 3 2 3
9 3 3 1 25 1 3 3
10 1 1 2 26 2 3 3
11 2 1 2 27 3 3 3
12 3 1 2
13 1 2 2
1 2 2 2 Anzahl: 27 (durch Zahlen ermittelt)
15 3 2 2
16 1 3 2
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Veranschaulichung durch ein Baumdiagramm:

1. Ziehung (3 Kugeln)

2. Ziehung (pro Kugel 3 weitere Kugeln) o

Ro— — B — —

|
3. Ziehung (pro Kugel 3 weitere Kugeln) |

Anzahl: 27 =3-3.3=33 (durch Systematik ermittelt)

Ubung:

In einem GefaR befinden sich 4 Kugeln. Es wird 2-mal gezogen. Nach jedem Ziehen wird die Kugel zurlickgelegt. Die Reihenfolge der gezogenen Kugeln
soll beachtet werden.

1. Bestimmen Sie die Kombinationsmadglichkeiten.
2. Zeichnen Sie ein Baumdiagramm.

3. Geben Sie eine allgemeine Formel zur Bestimmung der Anzahl der Kombinationsmoglichkeiten an.
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Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von Kugeln
n= 4 |(durchnummerierte Kugeln)

k= 2 |(Ziehungen)

Art: geordnet / mit Wiederholung

Anzahl: 16
I"nl"h':'bglil:hkn!i'cv ii;:;r:;‘::{ -
1 1
2 1
3 1
4 1
5 1
6 1
7 1
8 1
9 1
10 1
11 1
12 1
13 1
14 1
15 1
16 1

Kugel 1 . Kugel 2 B
1 1
2 1
3 1
4 1
1 2
2 2
3 2
4 2
1 3
2 3
3 3
4 3
1 4
2 4
3 4
4 4
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a) Modell 1: Formel (geordnet / mit Wiederholung)

Anzahl der Moglichkeiten (bei n Kugeln und k Ziehungen): n
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3.2.2 Modell 2: Geordnet / ohne Wiederholung *)

In einem Gefal} befinden sich 3 Kugeln. Es wird 3-mal gezogen. Nach jedem Ziehen wird die Kugel NICHT zurtickgelegt. Die Reihenfolge der gezogenen

Kugeln soll beachtet werden.

Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von Kugeln
n= 3 (durchnummerierte Kugeln)

= 3 |(Ziehungen)
Art: geordnet / ohne Wiederholung

Anzahl: 6
d
Méglichkeit :::; ‘;:ﬁ . Kugel 1 Kugel 2 Kugel 3
6 1 3 2 1
8 1 2 3 1
12 1 3 1 2
16 1 1 3 2
20 1 2 1 3
22 1 1 2 3

Ubung:
1. Zeichnen Sie ein Baumdiagramm, welches den Sachverhalt veranschaulicht.

2. Berechnen Sie die Anzahl der Moéglichkeiten.
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R

I
I
1
I
I
2

11

0T

I
I
3
I
I
2

1

b) Modell 2 (Spezialfall): Formel (geordnet / ohne Wiederholung, Spezialfall: n = k)

N —_— — Bk — —

Anzahl der Moglichkeiten (bei

n =k Kugelnund n =k Ziehungen):

n!

bzw.

k!
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Ubung 1:

In einem Gefald befinden sich 4 Kugeln. Es wird 4-mal gezogen. Nach jedem Ziehen wird die Kugel NICHT zuriickgelegt. Die Reihenfolge der gezogenen
Kugeln soll beachtet werden.

Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten.

Ubung 2:

In einem Gefall befinden sich 5 Kugeln. Es wird 5-mal gezogen. Nach jedem Ziehen wird die Kugel NICHT zuriickgelegt. Die Reihenfolge der gezogenen
Kugeln soll beachtet werden.

Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten.

Losung 1 (geordnet / ohne Wiederholung):

Anzahl der Moglichkeiten (bei 4 Kugeln und 4 Ziehungen): 41=4-3-2-1=24

Losung 2 (geordnet / ohne Wiederholung):
Anzahl der Moglichkeiten (bei 5 Kugeln und 5 Ziehungen): 5/=5-4-3-2-1=120

Ubung 3:

In einem Gefal befinden sich n Kugeln (mit n = 5). Es wird k-mal (mit k =3) gezogen. Nach jedem Ziehen wird die Kugel NICHT zuriickgelegt. Die
Reihenfolge der gezogenen Kugeln soll beachtet werden.

Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten und entwickeln Sie eine Formel, in der Fakultdten enthalten sind.
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c) Modell 2: Formel (geordnet / ohne Wiederholung)

Anzahl der Moglichkeiten (bei n Kugeln und k Ziehungen):

n!
(n—k)!
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3.2.3 Modell 3: Ungeordnet / ohne Wiederholung *)

Beispiel: In einem Gefall befinden sich 4 Kugeln. Es wird 2-mal gezogen.

Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von Kugeln
Erlduterung:

n= 4 |(durchnummerierte Kugeln)

k= 2 |(Ziehungen) Es lassen sich die Moglichkeiten berechnen fiir

Art:  alles e geordnet / mit Wiederholung: n* = 4% = 16
_ n n! nl
Formel: " (n-k)! k! (n-k)! e geordnet / ohne Wiederholung:
Anzahl: 16 12 6 m __ 4 A,
n—-k)! @-2) 2t 2
Mﬁg"':hk"ib gr:;rxj:f = :::;i:ithf = u::::ﬁ’;it_”m Kugel IE Kugel 2@ Wenn die Reihenfolge nun aber keine Rolle mehr spielt

1 1 0 0 1 1 (= ungeordnet), fallen z.B. die Ergebnisse (1,2) und (2,1)
2 1 1 1 2 1 zusammen und man schreibt {1,2} = {2,1}.

3 1 1 1 3 1

4 1 1 1 4 1 In diesem Beispiel fallt dadurch die Halfte der Ergebnisse
5 1 1 0 1 2 weg: Von 12 Moglichkeiten bleiben nur noch 6 Gbrig.

6 1 0 0 2 2

7 1 1 1 3 2 Allgemein muss man die bisherige Anzahl von ,geordnet /
8 1 1 1 4 P ohne Wiederholung” noch durch die Anzahl der

9 1 1 0 1 3 Moglichkeiten, die gezogenen Kugeln anzuordnen, teilen.
10 1 1 0 2 3 e e

11 1 0 0 3 3 Hierflr gibt es k! Moglichkeiten.

12 1 1 1 - - In diesem Beispiel waren es also 2! = 2 - 1 Moglichkeiten,
13 ! ! 0 L 4 durch die man die 12 (Anzahl von ,,geordnet / ohne

i: i i g ; j Wiederholung”) teilen muss.

16 1 0 0 4 4
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d) Modell 3: Formel (ungeordnet / ohne Wiederholung)

Anzahl der Moglichkeiten (bei n Kugeln und k Ziehungen):

n!
k!(n—k)!

n!

Der Ausdruck ey

wird als Binomialkoeffizient bezeichnet.

Schreibweise: n—!—(n) (gesprochen: ,n iber k*)
chreibweise: Moo~ \k gesprochen: ,n ibe

Hinweis: Zwischen n und k wird KEIN BRUCHSTRICH geschrieben.

Beispiel:

49!
Beim Lotto ,6 aus 49“ gibt es 1740 — 21 = (469

6!(49 —6)!

Berechnung mit dem Taschenrechner: 49 nCr 6

) = 13.983.816 Méglichkeiten.
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3.2.4 Zwischenibersicht in Tabellenform *)

Anzahl moglicher Stichproben vom Umfang k (k<=n)

Beispiel (siehe oben): In einem GefaR befinden sich 4 Kugeln. Es wird 2-mal gezogen

n= 4 Elemente
k= 2 Ziehungen

ohne Wiederholung
(ohne Zuriicklegen)

mit Wiederholung
(mit Zuriicklegen)

geordnet (k-Tupel)

(mit Beachtung der
Reihenfolge)

ungeordnet

(ohne Beachtung der
Reihenfolge)

n! 41

Kl (n- K)! 20( 4- 2 )1
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3.3 Verallgemeinerung der Formeln *)

3.3.1 Anzahl der Anordnungen einer n-elementigen Menge (Permutationen)

Elemente (Kugeln, Karten, Schiiler, Lehrer, ...) mit den Nummern

1,2,....n sollen in einer Reihe angeordnet werden. Es gibt
fur den 1. Platz n Moglichkeiten,
fuir den 2. Platz jeweils n — 1 Moglichkeiten,

fur den n-ten Platz jeweils 1 Moglichkeit.
Es gibt folglich n- (n—1)-...-2-1 = n! Moglichkeiten der
Anordnung.

26

Dies entspricht dem bisherigen Fall ,,geordnet / ohne Wiederholung, Spezialfall: n = k“.

3.3.2 Anzahl der Anordnungen von k Elementen einer n-elementigen Menge

Aus einer Menge von Elementen (Kugeln, Karten, Schiiler, Lehrer,
...) mit den Nummern 1,2, ..., n sollen k ausgewahlt und in einer

Reihe angeordnet werden. Es gibt

fir den 1. Platz n Moglichkeiten,
fiir den 2. Platz jeweils n— 1 Moglichkeiten,

fur den k-ten Platz  jeweils n— (k — 1) Moglichkeiten.

Es gibt folglich n-(n—1)-...-(n—(k — 1)) Moglichkeiten der
Anordnung.

27

Dies entspricht dem bisherigen Fall ,,geordnet / ohne Wiederholung”. Es ergibt sich fur die
Tabelle:

nl
n‘(n-1)-..-(n-(k-1)) = ——
(n - k)!

(Anzahl der Anordnungen von k Objekten
aus einer Menge von n Objekten)

(Sonderfall k=n: n! Permutationen
(Anzahl der Anordnungen von n Objekten))

26 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorgénge mit zufélligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 63
27 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorgidnge mit zufilligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 64
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3.3.3 Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge

Um den Unterschied zu 3.3.2 zu verdeutlichen, sei folgendes Beispiel gegeben:

Beispiel:
Die Zahlen 1, 3 und 7 kénnen folgendermaRen angeordnet werden:
(1,3,7)#(1,7,3)#(3,1,7)#(3,7,1) #(7,1,3) % (7,3, 1)

Da es k = 3 Elemente gibt, kann man diese auf k! =3!=3 -2 -1 =6 verschiedene Arten anordnen.

Die Anzahl der Permutationen von k Elementen ist k! .

Wenn aus "Anzahl der Anordnungen von k Elementen" nun die "Anzahl der k-elementigen
Teilmengen" wird, bedeutet dies, dass die Reihenfolge keine Rolle mehr spielt:

{1,3,7}={1,7,3}=1{3,1,7}=1{3,7,1}=1{7,1,3}={7, 3, 1}

Aus obigen 6 Moglichkeiten ist durch die Wegnahme der Beachtung der Reihenfolge nur noch eine
Moglichkeit geblieben. Es wurde also durch k! = 3! = 6 geteilt.

Allgemein ergibt sich fir die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge:

Anzahl von Teilmengen
Es gibt

(n)_n-(n—l)-...-(n—(k—l))_ n!
k)~ Kl BCET]

k-elementige Teilmengen einer n-elementigen Menge.

28

Dies entspricht dem bisherigen Fall ,,ungeordnet / ohne Wiederholung®”.

28 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorginge mit zufilligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 62
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3.4 Ubersicht in Tabellenform *)

Anzahl méglicher Stichproben vom Umfang k (k<=n)

n(n-1):...-(n-(k-1)) =

- k)! 49 - 6 !
geordnet (k-Tupel) (n-k) ( )
(Anzahl der Anordnungen von k Objekten

it Beacht d
(mit Beachtung der aus einer Menge von n Objekten)

Reihenfolge)

(Sonderfall k=n: n! Permutationen
(Anzahl der Anordnungen von n Ohjekten))

= 10.068.347.520

n= 49 Elemente ohne Wiederholung mit Wiederholung
k= 6 Ziehungen (ohne Zuriicklegen) (mit Zuriicklegen)
n! 49 |

496 = 13.841.287.201

ny _ n.(n-1):...-(n-(k-1)) _ nl B 49 |
ungeordnet (1) = Kl T Kl(n-K)! 61 (49- 6 )

(ohne Beachtung der
Reihenfolge) (Anzahl der k-elementigen Teilmengen
einer n-elementigen Menge)

= 13.983.816
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3.5 Ubungen

Ubung 1:

10 Personen stoBBen miteinander an. Wie oft klingen die Glaser?

29

Losung:
Wie lasst sich diese Fragestellung auf eines der Modelle Gbertragen?
Antwort:
- Die 10 Personen entsprechen 10 Kugeln: n =10
- Es werden aus den 10 Personen 2 ausgewadhlt (die dann miteinander anstoBen): k = 2

- Da NICHT erst die erstausgewahlte Person mit der zweitausgewahlten Person und danach
die zweitausgewahlte Person mit der erstausgewdhlten Person anstoft, scheint die
Reihenfolge keine Rolle zu spielen. Zudem stolt keine Person mit sich selbst an.
=> Modell 3

Losung: (120) = % = 45-mal.

2 Aus: Warmuth, E.: 8.2. Modelle fiir Vorginge mit zufilligem Ergebnis, Elemente der Kombinatorik, 2019/2020, S. 70
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Ubung 2: Wie viele Méglichkeiten gibt es, 8 Méntel anzuordnen?

Wie viele
Moglichkeiten gibtes
ohl, diese Mantel an-
zuordnen?

Findest du eine Strategie, die Anzahl der Moglichkeiten zu bestimmen?
a) Wie viele Platze gibt es fur den ersten Mantel, wenn noch kein Platz besetzt ist?

b) Wenn du den ersten Mantel hangen lasst, wie viele Moglichkeiten gibt es dann fur
den zweiten Mantel, ihn aufzuhangen?

¢) Wenn nun zwei Mantel hangen, wie viele Maglichkeiten gibt es, fur den dritten
Mantel einen Platz zu finden?

30

Losung 2:

Wie lasst sich diese Fragestellung auf eines der Modelle Gibertragen?
Antwort:
- Die 8 Mantel entsprechen 8 Kugeln: n=8

- Die Position des Mantels (Reihenfolge der Kugeln) spielt eine Rolle. Ein Mantel kann nur
einmal aufgehangt werden.
=> Modell 2

Von 8 Manteln werden alle 8 aufgehangt: k=n=8
=> Spezialfall Modell 2

a) Fur den ersten Mantel gibt es 8 Moglichkeiten.
b) Fur den zweiten Mantel gibt es noch 7 Moglichkeiten.
) Fuar den dritten Mantel gibt es noch 6 Maglichkeiten.

-Esgibtn!=k!=8-7-6-5-4-3-2-1 = 40320 Moglichkeiten.
m 8 _8_38_ g
(n-k) (8-8)! o 1

- Hinweis: Beim Spezialfall gilt: n! = k! =

30 Cornelsen: 10.000 Aufgaben Mathematik
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Ubung 3:

Ein Basketballtrainer hat sieben Ersatzspieler auf der Bank. Er darf noch funf Spieler
einwechseln.

a) Wie viele Moglichkeiten bieten sich dem Trainer ohne Berlicksichtigung der
Reihenfolge?

b) Wie viele Moglichkeiten bieten sich dem Trainer mit Berticksichtigung der
Reihenfolge?

31

Loésung 3:
Wie lasst sich diese Fragestellung auf eines der Modelle Gibertragen?
Antwort:

- Die 7 Spieler entsprechen 7 Kugeln: n=7

- Es kdnnen 5 Spieler eingewechselt (Kugeln gezogen) werden: k=5

- Wenn ein Spieler eingewechselt wurde, kann er nicht nochmal eingewechselt werden:
=> Modell 1 scheidet aus.

L . B _ n o _ 7 7
- Berticksichtigung der Reihenfolge => Modell 2: o~ =~ 2 2520

n! 7! 7!
kl-(n—k)! _ 51-(7=5)! _ sl2! 21

- ohne Berlcksichtigung der Reihenfolge  => Modell 3:

Hinweise zur Eingabe mit dem Taschenrechner:

kl-(n—k)!

ist der Binomialkoeffizient, Kurzschreibweise: (Z) = (;), Eingabe: 7 nCr 5

- Fallt k! im Nenner weg, bIeibt(T:—!k)’; Eingabe: 7 nPr5

31 Cornelsen: 10.000 Aufgaben Mathematik
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Ubung 4:

Anke hat ihr Fahrrad mit einem dreistelligen Zahlenschloss (Ziffern jeweils von 0 bis
9) gesichert. Leider hat sie die Zahlenkombination vergessen.

a) Wie lange dauert es, alle Einstellungen durchzuprobieren, wenn sie fur eine
Einstellung 3 Sekunden bendétigt?

b) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein Fahrraddieb das Schloss beim
ersten Versuch ,knacken® kann?

c) Wie verandern sich die Ergebnisse der Teilaufgaben a) und b), wenn ein
vierstelliges Zahlenschloss vorliegt?

32

a) Es gibt 1000 Maglichkeiten, also braucht man 3000 Sekunden = 50 Minuten.
b) Die Wahrscheinlichkeit betragt u)]W =0,001.

c) Bei einem vierstelligen Zahlenschloss gibt es 10* = 10000 Moglichkeiten.
Um alle Einstellungen durchzuprobieren, benotigt man 30000 s = 8 h 20 min.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Schloss sofort zu knacken, ware mlw

= 0,0001.

3.6 Weitere Ubungen

Beachten Sie bitte den Ordner Ubungsaufgaben.

32 Cornelsen: 10.000 Aufgaben Mathematik
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https://mathe.xyz/mod/folder/view.php?id=6518&forceview=1

3.7 Das Lottomodell *)

Bisher wurde nur die Frage nach der Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige beantwortet. Wie grol8 ist aber
z.B. die Wahrscheinlichkeit fir 4 Richtige?

49
6

(ohne Beachtung der Reihenfolge und ohne Zurlicklegen) zu ziehen.

Hierbei hilft folgende Veranschaulichung: Es gibt ( ) = 13.983.816 Moglichkeiten, 6 aus 49 Kugeln

Man nehme an, die 6 gezogenen Kugeln werden nach der Ziehung in ein extra GefaR gelegt. Es gibt also

6 gezogene 43 (ibrige

Kugeln Kugeln

Es stellt sich nun die Frage nach den Kombinationsmdglichkeiten.
Fall: ,6 Richtige”

e Eswurde auf 6 Kugeln aus dem Behalter ,,6 gezogene Kugeln” und auf keine aus dem Behalter
,43 Ubrige Kugeln“ getippt.

6\ _ _ .
6) = 1 Moglichkeit.

e Auf 0 Kugeln aus dem Behalter ,43 brige Kugeln“ zu tippen, gibt es (403) = 1 Moglichkeit.

e Esgibtalso (2) . (403) = 1-1 = 1 Kombinationsmoglichkeit fir ,6 Richtige®.
@) __ 1

(469) T 13.983.816

e Auf 6 Kugeln aus dem Behilter ,,6 gezogene Kugeln” zu tippen, gibt es (

e Die Wahrscheinlichkeit fur ,6 Richtige” betragt also ~ 0.00000007.

Fall: ,,5 Richtige”

e Es wurde auf 5 Kugeln aus dem Behalter ,,6 gezogene Kugeln” und auf 1 aus dem Behalter ,43
Ubrige Kugeln“ getippt.

6\ _ - .
5) = 6 Moglichkeiten.

e Auf 1 Kugeln aus dem Behalter ,43 Gbrige Kugeln“ zu tippen, gibt es (413) = 43 Moglichkeiten.

e Auf5 Kugeln aus dem Behilter ,,6 gezogene Kugeln“ zu tippen, gibt es (

e Esgibtalso (6) . (43) = 6 - 43 = 258 Kombinationsmoglichkeiten fur ,,5 Richtige”.

5 1
Y) _ _eas

e Die Wahrscheinlichkeit fir ,,5 Richtige” betragt also (49) = Tesasie ™ 0,000018.
; 983,
Fall: ,4 Richtige”
(O(%) 15903
e Die Wahrscheinlichkeit fiir ,4 Richtige” betragt 4(49)2 = Tossee > 0,00096.
i .983.
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3.7.1 Formel: Lottomodell

rote Kugeln : r= 6
schwarze Kugeln : s= 43 t
=>Gesamtzahl : r+s= 49 P( t rote Kugeln) =
r+s
gezogene Kugeln : k= 6 k
Treffer (rote Kugeln) : t= 4

43

15

903

49

13.983.816

= (0,00096861972440

Ubung:

Bestimmen Sie beim Lotto ,,5 aus 29“ die Wahrscheinlichkeit fiir 4 Richtige.
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Lottomodell

rote Kugeln : r= 5 r|.| s 5 1. ] 24
schwarze Kugeln : s= 24 t k-t 4 1 5 . 24
=>Gesamtzahl : r+s= 29 P(trote Kugeln)= ———— = = ~ (0,00101048376910
r+s 29 118.755
gezogene Kugeln : k= 5 k 5
Treffer (rote Kugeln) : t= 4

3.7.2 Formel: Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell) *)

Es kann noch der Fall k # r eintreten: Die Anzahl der roten Kugeln ist dann ungleich der Anzahl der gezogenen Kugeln.

Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell - ohne Zuriicklegen, ungeordnet)

rote Kugeln : r= 12 r|. | s 12 | | 37
schwarze Kugeln : s= 37 t k-t 4 2 495 . 666
=> Gesamtzahl : r+s= 49 P(t rote Kugeln)= —— = = =~ (,02357510996998
r+s 49 13.983.816
gezogene Kugeln : k= 6 k 6
Treffer (rote Kugeln) : t= 4

Ubung:
In einer Klasse sind m = 12 Madchen und j = 18 Jungen. Es werden zufallig k = 6 Personen ausgewahlt.

Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass t = 4 der gewahlten Personen Madchen sind.
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Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell)

Mddchen :
Jungen :
=> Gesamtzahl :

Auswahl Sus :
Treffer (Madchen) :

12
18

P( t Madchen) =

m+j

k-t

12

18

495

153

30

593.775

= 0,12754831375521
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4 Mehrstufige Zufallsexperimente

4.1 Baumdiagramm und Ergebnismenge

Ein Vorgang mit zufilligem Ergebnis, der sich aus mehreren
Teilvorgangen zusammensetzt, heit mehrstufiger Vorgang.

Ein Baumdiagramm veranschaulicht Ablauf eines mehrstufigen
Vorgangs.

33

Q2 = {ad, ae, af , bg, bh, c} |

» Jedem moglichen Ablauf des Gesamtvorgangs entspricht
genau ein Pfad durch das Baumdiagramm.

» Ergebnismenge — Menge aller moglichen Pfade

Beispiel 2 (Schere-Stein—Papier)

1. Person

2. Person SRS

Giinstige Ergebnisse fiir 1. Person:

A = {Sch-Pap, Stein-Sch, Pap-Stein}

33 Aus: Warmuth, E.: 8.3. Pfadregeln - Vierfeldertafeln, 2019/2020, S. 3
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4.2 Produktregel (1. Pfadregel)

Produktregel (1. Pfadregel)
Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ist gleich dem Produkt der
Wahrscheinlichkeiten entlang dieses Pfades.

34
Beispiel: Kugeln ziehen (MIT Zuriicklegen)
Anzahl der Ziehungen: 2 _ X _
I I
Anzahl der Moglichkeiten: 2 4 5
Mdaglichkeiten: blau rot EIJ ?
Anzahl: 4 5 _ blau _ _ rot _
I I I I
Anzahl gesamt: 9 Vil 5 Vil 5
Mit Zurticklegen/Wdh.: ja EIJ EIJ EIJ EIJ
blau rot blau rot
16 20 20 25
81 81 81 81
4 4 16
P((blau, blau)) =3> P(blau, blau) =—*— = —
9 9 81
Ubung: Berechnen Sie die Pfadwahrscheinlichkeiten fiir den Fall, dass die Kugeln NICHT zuriickgelegt werden.

34 Aus: Warmuth, E.: 8.3. Pfadregeln - Vierfeldertafeln, 2019/2020, S. 12
35 Der Einfachheit wegen werden die Klammern oft weggelassen.
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Anzahl der Ziehungen: 2

I I
Anzahl der Moglichkeiten: 2 4 5
Mdaglichkeiten: blau rot EIJ ?
Anzahl: 4 5 _ blau _ _ rot _
I I I I
Anzahl gesamt: 9 3 5 4 a4
Mit Zurlicklegen/Wdh.: nein 8 8 8 8
I I I I
blau rot blau rot
1 5 5
6 18 18 18
Ubung:

Berechnen Sie P(blau, blau) mit Hilfe der hypergeometrischen Verteilung.
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Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell)

blaue Kugeln :
rote Kugeln :
=> Gesamtzahl :

Auswahl Sus :
Treffer (blaue Kugeln) :

P( t blaue Kugeln) =

~+ O

36

= 0,16666666666667
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4.3 Summenregel (2. Pfadregel)

Summenregel (2. Pfadregel)
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe der

Wabhrscheinlichkeiten der Pfade, die fiir dieses Ereignis giinstig sind.
36

Beispiel: Kugeln ziehen (OHNE Zurlicklegen)
Aus einem Gefall mit 4 blauen und 5 roten Kugeln werden 4 Kugeln OHNE Zurlicklegen gezogen. Wie grol$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle
4 gezogenen Kugeln die gleiche Farbe besitzen?
Anzahl der Ziehungen: 4 _ X _
I I
Anzahl der Moglichkeiten: 2 4 Bl
Moglichkeiten: blau rot ? ?
Anzahl: 4 5 _ blau _ _ rot _
| | | I
Anzahl gesamt: 9 3 5 a a
Mit Zuriicklegen/Wdh.: nein éIS Eli ?IE é|3
__ blau__ ___rot __ _blau__ ___rot
| | | | I | | |
N 2 3 4 EX 4 4 =
| i | i i i | i
[] Rechnungen ausblenden _blau _ _rot _ _blau _ _rot _ _blau _ _rot _ _blau _ _rot _
D Ergebnisse ausblenden [ | [ | [ [ | [ | [ [ | [ | [ [
1 2 2 4 2 4 3 3 2 4 3 3 3 3 4 2
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
I | I | | I | I | | I | I | | I
blau rot blau rot blau rot blau rot blau rot blau rot blau rot blau rot
Ereignis E: Alle ausgewahlten Pfade
B - 1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
P(E) = Ll = 0,0476 126 126 126 63 126 63 63 63 126 63 63 63 63 63 63 126
P(blau, blau, blau, blau )= — . > . 2 . 1 1/126 = 0,00793651 -2 422 . ~
au, blau, blau, blau )= 5= - - 7 g = = @ P( rot , rot, rot, rot )= ) 3 7 g = 5/126 =~ 0,03968254
36 Aus: Warmuth, E.: 8.3. Pfadregeln - Vierfeldertafeln, 2019/2020, S. 13
-103 -



Ubung: Kugeln ziehen (MIT Zuriicklegen)
Aus einem Gefall mit 4 blauen und 2 roten Kugeln werden 4 Kugeln MIT Zurlicklegen gezogen. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass MINDESTENS

3 blaue Kugeln gezogen werden?

Anzahl der Ziehungen: 4
Anzahl der Méglichkeiten: p
Moglichkeiten: blau rot
Anzahl: 4 2 _
I
6 4
6

Anzahl gesamt:

Mit Zuriicklegen/Wdh.: ia
| I
4 2
6 6
[] Rechnungen ausblenden bl.!au r(l)t
I:‘ Ergebnisse ausblenden | [ [
4 2 4
6 6 6
I I |
blau rot blau
Ereignis E: Alle ausgewadhlten Pfade
N 16 8 8
0,5926 81 81 81

P(E) = 16/27 =

X
|
B
6
|
_ _ rot
| I
< 3
6 3]
| I
___rot _ _blau__ _
I | |
4 2 4
b6 6 6
I | |
__bla _ _ _ _rot _ _bla
| | | | | | | | |
4 2 4 2 4 2 4 2 4
6 6 6 3] 6 6 6 6 3]
| | | | | | | | |
blau rot blau rot blau rot blau rot blau
8 4 4 2 8 4 4 2 4
81 a1 81 81 81 81 81 a1 81

o—cn|~—

6
I
rot _
I
2
6
I
_rot _
| I
4 2
6 6
| I
t blau rot
2 1
81 81 81
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Ubung: Kugeln ziehen (MIT Zuriicklegen)
Aus einem GefiaR mit 4 blauen und 2 roten Kugeln werden 4 Kugeln MIT Zuriicklegen gezogen. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass HOCHSTENS

3 blaue Kugeln gezogen werden?

Anzahl der Ziehungen:

Anzahl der Moglichkeiten:

Moglichkeiten:
Anzahl:

Anzahl gesamt:
Mit Zuriicklegen/Wdh.:

[] Rechnungen ausblenden
I:I Ergebnisse ausblenden

rot

Ereignis E: Alle ausgewahlten Pfade

P(E) = 65/81

~

0,8025

6
I
_ blau _
| |
=l Z
6 6
| |
__ _blau____ ___rot
| | | |
4 2 4 2
b 6 b 6
| | | |
_blau _ _rot _ _blau _ _ro
| | I | | | I
4 2 4 2 4 2 4
6 6 6 6 6 6 6
| | I | | | I
blau rot blau rot blau rot blau
16 8 8 4 8 4 4
81 81 81 81 81 81 81

=

6
I
rot _
I
2
6
I
_rot _
I I
4 2
6 6
I |
blau rot
2 1
81 81

6
|
_ rot _
I
o
6
I
blau _ _
I I
2 4
6 6
I I
rot _ __blau _
I I I
2 4 2
6 6 6
I I |
rot blau rot
2 4 2
81 81 81
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4.4 Anwendung der hypergeometrischen Verteilung bei Baumdiagrammen *)

Variiert man die Aufgabenstellung auf OHNE Zuriicklegen und OHNE Beachtung der Reihenfolge und GENAU eine Anzahl von Kugeln, kann die
Wahrscheinlichkeit auch tGber die hypergeometrische Verteilung berechnet werden.

Ubung: Kugeln ziehen (OHNE Zuriicklegen, ungeordnet)

Aus einem GefalR mit 4 blauen und 2 roten Kugeln werden 4 Kugeln OHNE Zurlicklegen gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass GENAU
3 blaue Kugeln gezogen werden?

Anzahl der Ziehungen: 4 _ X _

I I
Anzahl der Moglichkeiten: p 4 2
Maoglichkeiten: blau rot ? ?
Anzahl: 4 2 _ blau _ rot

| I | |
Anzahl gesamt: 6 3 2 a4 1
Mit Zurliicklegen/Wdh.: nein El) Elw ? EI)
__ blau__ ___rot __ blau__ I ) S
| I | | I | | |
2 2 3 1 3 1 A 9
| | | | | i | |
[] Rechnungen ausblenden _blau _ _rot _ _blau _ _rot _ _blau _ _rot _ _blau _ _rot _
|:| Ergebnisse ausblenden [ [ | [ [ | | [ | | [ | | [
e 2 2 e 2 1 3 9 2 1 3 o 3 9
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
| I | | I | | | | | | | | |
blau rot blau rot blau rot blau rot blau rot blau rot blau rot
Ereignis E: Alle ausgewadhlten Pfade
_ N 1 2 2 1 2 1 1 0 2 1 1 0 1 0 0
P(E) = e = LESEEE] 15 15 15 15 15 15 15 1 15 15 15 1 15 1 1
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Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell - ohne Zuriicklegen, ungeordnet)

blau Kugeln : b= 4 b s 4 2
rot Kugeln : s= 2 t k-t 3 1 4 2
=>Gesamtzahl : b+s= 6 P(tblau Kugeln)= ————— = = =~ 0,53333333333333
b+s 6 15
gezogene Kugeln : k= 4 k 4
Treffer (blau Kugeln) : t= 3

4.5 Weitere Ubungen

Beachten Sie bitte den Ordner Ubungsaufgaben.
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4.6 Das Ziegenproblem *)

Aufgabe:

In einer Quizshow befinden sich ein Kandidat und ein Moderator.

Es gibt es drei verschlossene Tiiren.

Hinter zwei Tlren steht jeweils eine Ziege, hinter der dritten Tir steht ein Auto.

Entscheidung 1: Der Kandidat darf eine Tlr auswahlen, hinter der er das Auto vermutet.

Nun schaut der Moderator hinter die beiden anderen Tiren und 6ffnet eine Tir, hinter der eine
Ziege steht. Es bleiben also nur noch zwei verschlossene Tiren Ubrig.

Entscheidung 2: Der Kandidat darf sich nun nochmal entscheiden: Entweder er bleibt bei seiner
urspriinglichen Wahl oder er wechselt auf die andere Tir.

Frage: Sollte der Kandidat wechseln, nicht wechseln oder ist es egal?
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Losung:
Es empfiehlt sich eine Fallunterscheidung.

1. Fall: Der Kandidat bleibt bei seiner Entscheidung. Man betrachte das zugehdrige
Baumdiagramm:

_ X _
I I
2 1
3 3
I I
Entscheidung 1: Ziege Auto
I I
1 1
I I
Entscheidung 2: Ziege Auto

P(Ziege, Ziege) = 2 -1 = 2

P(Auto, Auto) =

w |-

=1
3

Die Wahrscheinlichkeit, nach der Entscheidung 2 ein Auto zu gewinnen, betragt demnach §

2. Fall: Der Kandidat wechselt die Tir. Man betrachte das zugehdrige Baumdiagramm:

_— X _
I I
2 1
3 3
I I
Entscheidung 1: Ziege Auto
I I
1 1
I I
Entscheidung 2: Auto Ziege

P(Ziege, Auto)==-1

P(Auto, Ziege)=--1

W wIinN
W wIinN

Die Wahrscheinlichkeit, nach der Entscheidung 2 ein Auto zu gewinnen, betragt demnach 2

Antwort: Der Kandidat sollte also die Tiir wechseln, da sich dadurch die Wahrscheinlichkeit das

. 1 2
Auto zu gewinnen von B aufg verdoppelt!
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5 Bedingte Wahrscheinlichkeit *), Unabhangigkeit,
Vierfeldertafel und Baumdiagramm

5.1.1 Beispiel zur bedingten Wahrscheinlichkeit (Wirfelnetz) *)

Ein Wirfel mit dem abgebildeten Netz wurde verdeckt geworfen.
Es gibt folgende Ereignisse:
A: Es fallt eine Funf.

B: Es fallt eine blaue Flache.

5 _
Es gilt: P(A) = 3 = 0,83

Wenn man jedoch bereits weil3, dass eine blaue Flache gewurfelt wurde, betragt die

3
Wahrscheinlichkeit flir eine Flinf 1 weil auf 3 von 4 blauen Feldern eine Fiinf ist.

3
Es handelt sich hierbei um die bedingte Wahrscheinlichkeit?”  Pg(A) = i 0,75
(gelesen: ,,P von A unter der Bedingung B“).

Darstellung im Baumdiagramm:

—_ x _
| |
P(B) = 0,6667 P(B) = 0,3333
| |
_ B — _ B —
| | |
Pg(A) = 0,75 Ps(A) = 025 Pg(A)= 1 Pg(A)= O
| | |
A A A A
PBNA)= 05 P(BnA) = 0,1667 P(BnA) = 0,3333 PBNA)= 0

Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pg(A) istim Baumdiagramm also eine Zweigwahrscheinlichkeit.

37 Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist in diesem Skript als Zusatzstoff gekennzeichnet. Zum besseren Verstindnis der
stochastischen Unabhangigkeit (siehe S. 112) halte ich sie jedoch fir hilfreich.
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Ubung:
Ein Wirfel mit dem abgebildeten Netz wurde verdeckt geworfen.
Es gibt folgende Ereignisse:
A: Es fallt eine Funf.

B: Es fallt eine blaue Flache.

Ermitteln Sie P,(B), erlautern Sie den Unterschied zu Pg(A) und zeichnen Sie ein vollstandiges
Baumdiagramm mit allen Zweig- und Pfadwahrscheinlichkeiten.

_— x _
| |
P(A) = 0,8333 P(A) = 0,1667
| |
_ A _ _ A _
| | |
Pa(B) = 04 Pa(B) = 1 Pa(B)= O
| | |
B B B B
P(ANB)= 05 P(ANB) = 0,3333 P(AN B) = 0,1667 PANB)= 0

5.2 Formel fir die bedingte Wahrscheinlichkeit *)

Anhand des obigen Baumdiagrammes lasst sich mithilfe der 1. Pfadregel erkennen:

P(A)-P4(B) =P(ANB)

Hieraus lasst sich im Falle P(A) # 0 die Formel fur die bedingte Wahrscheinlichkeit ableiten:

P(ANB)

PA(B) = P(A)
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5.3 Unabhangige Ereignisse *)

Die Ereignisse A und B (mit P(4) > 0 und P(B) > 0) werden als stochastisch unabhéngig®
voneinander bezeichnet, wenn gilt:

P(B) = Px(B)

Erlduterung der Unabhéangigkeit:

Wenn es fiir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B keine Rolle spielt, ob A zuvor eingetreten
ist, dann ist P(B) = P,(B). Die Wahrscheinlichkeit von B wird durch das Eintreten von A also
NICHT verandert. A und B sind dann stochastisch UNabhangig voneinander.

Das Gegenteil von der UNabhadngigkeit ist die ABhangigkeit:

Wenn es flir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B eine Rolle spielt, ob A zuvor eingetreten
ist, dann ist P(B) # P,(B). Die Wahrscheinlichkeit von B WIRD durch das Eintreten von A also
verandert. A und B sind also NICHT stochastisch UNabhangig, sondern stochastisch ABhangig

voneinander.

38 Bei diesem Kriterium der stochastischen Unabhéngigkeit wird die bedingte Wahrscheinlichkeit verwendet. Es ist
jedoch auch moglich, sie ohne diese zu definieren (siehe S. 116).
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5.3.1 Beispiel (Ziehen MIT Zuricklegen)

In einem GefaR befinden sich 4 blaue und 5 rote Kugeln. Es wird 2-mal eine Kugel gezogen, die gleich nach der Ziehung wieder zuriickgelegt wird.

A: Bei der 1. Ziehung wird eine blaue Kugel gezogen.
B: Bei der 2. Ziehung wird eine blaue Kugel gezogen.

Man berechne P(B) mithilfe eines Baumdiagramms (zwei gleichwertige Darstellungsmoglichkeiten):

[
4
9 9 9
[ [ |
_ blau _ _ rot _ _ A
[ [ [
£l 4 EX
9 9 9
[ [ [
blau rot blau rot

B

Die Pfade, die flir B glinstig sind, sind gelb markiert. Es ergibt sich nach der 1. und 2. Pfadregel:

4+5 4_16+20_36_4
9 99 81 81 81 9

O |

P(B) =

Zudem ist P4(B) im Baumdiagramm rot markiert, sodass erkennbar ist: P4(B) = P(B)

o —w v —

N —o| v —

Ww —w|~—

(wu]] —u:|u-|—

Dadurch, dass die gezogene Kugel nach der 1. Ziehung wieder zuriickgelegt wird, spielt es fiir die 2. Ziehung keine Rolle, wie die 1. Ziehung ausgegangen

ist. => A und B sind also stochastisch unabhangig.
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5.3.2 Beispiel (Ziehen OHNE Zurlicklegen)

In einem GefdR befinden sich 4 blaue und 5 rote Kugeln. Es wird 2-mal eine Kugel gezogen, die nach der Ziehung NICHT zuriickgelegt wird.

A: Bei der 1. Ziehung wird eine blaue Kugel gezogen.
B: Bei der 2. Ziehung wird eine blaue Kugel gezogen.

Man berechne P(B) mithilfe eines Baumdiagramms (zwei gleichwertige Darstellungsmaoglichkeiten):

[ [
S 4
9 9 9
bII lt [
_ au _ _ ro _ _ _
! ! ! A |
EX 4 4 5
3 8 3 8
[ [ [ [
blau rot blau rot _
B B

Die Pfade, die fiir B glinstig sind, sind gelb markiert. Es ergibt sich nach der 1. und 2. Pfadregel:
4 3 54 12 20 32 4

(B) 9 8 9 8 72+72 72 9

Zudem ist P4(B) im Baumdiagramm rot markiert, sodass erkennbarist: P4(B) # P(B), weil Z * S ist.

Dadurch, dass die gezogene Kugel nach der 1. Ziehung NICHT zurlickgelegt wird, verandern sich die Wahrscheinlichkeiten der 2. Ziehung.

=> A und B sind NICHT stochastisch unabhangig. Anders formuliert: A und B sind stochastisch abhangig.

(Hinweis: Fir B spielt es anscheinend keine Rolle, welches Modell (mit oder ohne Zuriicklegen) gewéhlt wird, da in beiden Féllen P(B) = g ist. Dies war

jedoch nicht Gegenstand der Betrachtung, sondern es wurde betrachtet, ob es eine Rolle spielt, ob A (1. Ziehung: blaue Kugel) eingetreten ist.)
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5.3.3 Ubung: Stochastische Unabhingigkeit (Wiirfelnetz)

Es gibt folgende Ereignisse:
A: Es fallt eine Funf.

B: Es fallt eine blaue Flache.

Aufgaben:
1.

Ein Wirfel mit dem abgebildeten Netz wurde verdeckt geworfen.

Erstellen Sie ein Baumdiagramm, welches im 1. Schritt mit A bzw. A4 beginnt und im 2. Schritt

B bzw. B enthilt. Tragen Sie alle Zweig- und Pfadwahrscheinlichkeiten ein.

Erstellen Sie ein Baumdiagramm, welches im 1. Schritt mit B bzw. B beginnt und im 2. Schritt

A bzw. A enthilt. Tragen Sie alle Zweig- und Pfadwahrscheinlichkeiten ein.

3. Uberpriifen Sie, ob A und B stochastisch unabhingig sind.

x _

|
P(A)= 05
|

_ A _
| |

P, (B) = 0,3333 p,(B) = 0,6667
|

|
B B
P(ANB) = 0,1667 P(ANnB) = 0,3333

P(A)= 05
|

_ A _

| |

p5(B) = 0,6667
|

Pz(B) = 0,3333
|
B B
P(A N B) = 0,1667 P(AnB) = 0,3333

x _

|
P(B) = 0,3333
|
B _

|
0,5 B(A) = 05
| |
A A

Pg(A) =

P(BNA) = 0,1667 P(BNA) = 0,1667

|
P(B) = 0,6667
|
_ B _
|
Pg(A) = 0,5 Pg(A) = 05
| |

A A
P(BNA) = 0,3333

P(BNnA) = 0,3333
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5.4 Alternatives Kriterium bzw. Definition der Unabhangigkeit

Bisher ist fiir die stochastische Unabhdngigkeit bekannt (siehe S. 112):

Die Ereignisse A und B (mit P(A) > 0 und P(B) > 0) werden als stochastisch unabhéngig
voneinander bezeichnet, wenn gilt:

P,(B) = P(B) (Gleichung 1)

(Mit anderen Worten: Wenn das Ereignis A nicht die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B
beeinflusst, sind die Ereignisse A und B stochastisch unabhangig.)

Zudem gilt flr die bedingte Wahrscheinlichkeit (siehe S. 111):

P(ANB) .
P,(B) = ————= (Gleichung 2)
(B) = =5
Setzt man nun in Gleichung 1 fur P,(B) die Wahrscheinlichkeit % ein (was man aufgrund von

Gleichung 2 tun darf), ergibt sich:

Die Ereignisse A und B (mit P(A) > 0 und P(B) > 0) werden als stochastisch unabhéngig
voneinander bezeichnet, wenn gilt:

P(ANB)

pay ~PB)

Nach Umformung erhélt man:

Die Ereignisse A und B werden als stochastisch unabhdngig voneinander bezeichnet, wenn gilt:

P(A)-P(B) =P(ANnB)

Dieses Kriterium kann auch als Definition der Unabhiangigkeit3® angesehen werden und erméglicht
eine alternative Vorgehensweise bei der Uberpriifung der stochastischen Unabhingigkeit, wie an
nachfolgenden Beispielen gezeigt werden soll.

39 Der Vorteil dieser Definition besteht darin, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit nicht bekannt sein muss.
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5.4.1 Beispiel: Stochastische Unabhangigkeit (alternatives Kriterium)

In der Ubung auf S. 115 wiirde bereits folgende Aufgabe behandelt:
Ein Wirfel mit dem abgebildeten Netz wurde verdeckt geworfen.
Es gibt folgende Ereignisse:

A: Es fallt eine Funf.

B: Es fallt eine blaue Flache.

Mithilfe der Pfadregeln wurde ermittelt:
P(B) = P,(B) bzw. P(A) = Pz(4)

Somit sind A und B stochastisch unabhangig.

Man kann jedoch auch leicht folgende Wahrscheinlichkeiten durch Auszahlen der Felder

ermitteln:
P(A) = % (3 der 6 Felder enthalten eine 5.)
P(B) = % (2 der 6 Felder sind blau.)
P(ANB) =% (1 von 6 Feldern ist sowohl blau als auch mit einer 5 belegt.)

Man Uberprife nun, ob gilt:

P(A)-P(B) = P(ANB)

Dies trifft zu, da 3.:2_+_1 .
6 6 36 6

Somit sind die Ereignisse A und B auch nach dem alternativen Kriterium stochastisch unabhangig.

Ubung:

Ein Wirfel mit dem abgebildeten Netz wurde verdeckt geworfen.
Es gibt folgende Ereignisse:

A: Es fallt eine Funf.

B: Es fallt eine blaue Flache.

Uberpriifen Sie mit Hilfe des alternativen Kriteriums, ob A und B stochastisch unabhingig sind.
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nicht *

nicht
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5.5 \Vierfeldertafel

Beispiel:
Ein Wirfel mit dem abgebildeten Netz wurde verdeckt geworfen.
Es gibt folgende Ereignisse:
A: Es fallt eine Funf.

B: Es fallt eine blaue Flache.

Es lasst sich eine Vierfeldertafel aufstellen:

B B
A [AnB| = 3 [AnB| = 2 |A] = 5
A [AnB| = 1 |AnB| = 0 Al= 1
|B|] = 4 |B| = 2 Summe = 6

Ubung: Ermitteln Sie eine Vierfeldertafel, die die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten bzw.
relativen Haufigkeiten enthalt.

B B
A P(ANB)= 05 |P(ANB)= 0,333333| P(A)= 0,83333
A |P(AnB)= 0166667 P(ANB)= O P(A) = 0,16667
P(B) = 0,666667 | P(B) = 0,333333| P(Q)= 1
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5.6 Zusammenhang zwischen bedingter Wahrscheinlichkeit *), Unabhangigkeit, Vierfeldertafel u. Baumdiagramm

5.6.1 Beispiel 1a (Vierfeldertafel mit abs. Haufigkeiten / stochastisch ABhangig)

Ereignisse:

A: Esféillt eine Flinf.

B: Es fillt eine blaue Flache.

T
P(A) = 0,1667
|

_ A —
I I

Pg(B)= 1 Px(B) = 0

|
B B
P(ANB) = 0,1667 PANB)= o0

P(A) = 0,8333
_ |
lle Eintrage korrekt!
B B Alle Eintrag t - A —
A AnB|= B| = Al = o —
lAnBl= 3 lAnBl= 2 =5 P(B)= 06 B(B)= 04
1 I
A [AnB| = 1 [AnB|= 0 A= 1 ok B B
= o P(ANB) =
IB| = ; 5] = > Summe — e » P(ANB) 0,5 ( ) 0,3333
ok ok ok
Berechnung der Randwahrscheinlichkeit: .
I
|A| 5
P(A) = = = 0,833333 P(B) = 0,6667
Summe 6 |
Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit: . B _
1 I
|A N B| 3 _
Bz(A) = iB] = 2 = 0,75 Pz (A) = 0,75 Ps(A) = 0,25
1 I
A A
= P(A) # Pg(A) = A und B sind stochastisch ABhangig. P(BNA)= 05 P(BNA) = 0,1667

P(B) = 0,3333

_ B —
I I

Pg(A) = 1 Pg(A)=~ O

[
A A
P(BNA) = 0,3333 PBNA)= ¢
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5.6.2 Beispiel 1b (Vierfeldertafel mit Wahrscheinlichkeiten / stochastisch ABhangig)

Ereignisse:

A: Esfallt eine Flinf.
I

Berechnung der Randwahrscheinlichkeit:

B: Es fallt eine blaue Flache. P(A) = 0,8333
— |
B B — A
A P(ANB)= 05 P(ANB) = 0,3333 P(A) =0,8333 Po(B) = 06 Pa(B) =
A P(AnB) = 0,1667 |P(AnB)x~ O P(A) = 0,1667 EI»
PB)=0g667 | PB)= 03333 | PO)= 1 PANE) ~NEEE  PAND - S

|
0,4
|

B

Pz(B)

P(AN B) = 0,1667

|
P(A) = 0,1667
|
— A

[12
=

PE(E) =~

P(ANB) =

P(A) 0,8333
P(A) = — = e = 0,8333 P(B) = 0,6667
@) P(Q) 1 ® [
Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit: - B
I
P(ANnB 0,5 _
Py(A) = % = W = 0,75 Pg(A) = 0,75 Pg(A) =
! I
A
= P(A)# Py(A) = A und B sind stochastisch ABhiingig. PBNA)= op P(BNA) = 0,1667

0,25
|

A

(A)

P(BNA) =0,3333

|
P(B) = 0,3333
|
- B

[12
=

Pg (K) =

P(BNA) =

|
0
|
B
0

1
0

[
A

0
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5.6.3 Beispiel 2a (Vierfeldertafel mit abs. Haufigkeiten / stochastisch UNabhangig)

Ereignisse:

A: Esfallt eine Flinf.

B: Es fillt eine blaue Flache.

P(A)= 05
— |

B B Alle Eintrage korrekt! - A —
A [AnB| = 1 |AnB| = 2 A= 3 ok Py(B) ~ 0,3333 p,(B) =~ 0,6667

| |

A [AnB| = 1 [AnB| = 2 A= 3 ok B B
- , 5] = s Summe— 6 N P(ANB) = 0,1667 P(ANB) =~ 0,3333

ok ok ok

Berechnung der Randwahrscheinlichkeit:

P(A

)

12

- o
i

|
Pz(B) ~ 0,3333
|

B
P(AnB) = 0,1667

A 3
P(A) — AL 2 o 0,5 P(B) = 0,3333
Summe 6 |
Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit: . B .
I I
|AnB| 1 _
P, (A) = TR = 0,5 Ps(A) = 05 Ps(A) =~ 05
I I
A A
=  P(A)= Pg(A) = A und B sind stochastisch UNabhingig. P(BNA) = 0,1667 P(BNA) = 0,1667

]

I
Pz(B) = 0,6667
I
B
P(ANB) = 0,3333

P(B)=x 0,6667

[
B —

Pg(A) = 05

P(BNA) = 03333

Ps(A) = 05
|
A

P(BNA) = 03333
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5.6.4 Beispiel 2b (Vierfeldertafel mit Wahrscheinlichkeiten / stochastisch UNabhangig)

Ereignisse:

A: Esfallt eine Fiinf.
B: Esfillt eine blaue Flache. P(A)= 05 P(A)= 05
— ! |
’ ’ I A T (I A T
A P(ANB) = 0,1667 | P(AnB) = 03333 P(A)= 05 = T
(AnB) =0, ) =0, @)= o, p,(B) ~ 0,3334 p,(B) ~ 0,6666 P5(B) ~ 0,3334 p;(B) = 0,6666
I I I I
A |P@ANB)=0,1667 [P(AnB)= 0,3333 PA)= 05 B B B B
—_ P(ANnB) = 0,1667 P(ANnB) = 03333 P(ANB) = 0,1667 P(ANB) = 0,3333
P(B) = 0,3334 P(B) = 0,6666 P(Q)= 1 ( ) =10, ( ) ’ (ANB) =0, (anB) =0,
Berechnung der Randwahrscheinlichkeit: . X _
I [
P(A) 0,5 _
PA)=——> ——— = 0,5 P(B) = 0,3334 P(B) = 0,6666
P(Q) 1 | |
Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit: L B L o B o
I I I I
P(ANB)  0,1667 N _ _
Py(A) = @ = omm 0,5 Pa(A) = 05 Pp(A) = 05 Pz(A) = 05 Pg(A) = 05
I I I I
A A A A
= P(A)= P4(A) = A und B sind stochastisch UNabhingig. P(BNA) = 0,1667 P(BNA) = 01667 P(BNA)=03333 P(BNA) = 03333
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5.6.5 Ubungen

a) Fahrradfahren mit Helm?

Ubung: Es wurden 500 Personen befragt, ob sie einen Helm beim Fahrradfahren tragen. Das Ergebnis steht in der Vierfeldertafel.

1. Vervollstéandigen Sie die leeren Felder.

2.
3.

A: mannlich

B: Helm

B B
A [AnB| = o5 [AnBl= 125 [Al= 220
A ||AnB|= 150 ||AnBl= 130 A= 280
[Bl= 245 IBl= 255 |Summe= 500

Berechnung der Randwahrscheinlichkeit:
|A|

Summe

P(A) =

Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit:
|ANB| N
Bl

5 (A) =

Angenommen, man weiR, dass eine Person mannlich ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit tragt sie dann einen Helm?

Angenommen, man weil, dass eine Person einen Helm tragt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie dann weiblich?

P(A) = P(A) =
I I
T A T I A T
PA(E) o~ PK(B) o PK(E) at
I I I
B B B
P(ANB) = P(ANB) = P(ANB) =
—_— x —_—
I I
P(B) = P(B) =
I I
B T I B T
B@) = Pg(A) = P(A) =
I I I
A A A
P(BNA) = P(BNnA) = P(BNA) =
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Ereignisse:

A: mannlich

B: Helm

B B
A [AnB| = 95 [AnB|= 125 [Al= 220
A [AnB| = 150 [AnB| = 130 |A] = 280
[Bl= 245 [B|= 255 |Summe= 500

Berechnung der Randwahrscheinlichkeit:

A 220
PO e w0 SO

Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit:

[An Bl a5
B (A) = = o
5(A) |B| 245

0,387755

= P(A)# Pg(A)

= A und B sind stochastisch ABhangig.

| |
P(A) =~ 044 P(A)=~ 056
| |

_ A — _ A —
I I I [

Py(B) = 0,4318 py(B) = 05682 px(B) =~ 0,5357 px(B) = 0,4643
| | |

B B B B

P(ANB)= 0,19 P(ANB) = 0,25 P(ANB)x= 03 P(ANB)~ 0,26

| |
P(B)=~ 049 P(B)= 051
| |

— B — _ B —
I I I [

Pa(A) = 0,3878 Pa(A) ~ 06122 P (A) = 0,4902 Pz(A) = 0,5098
| | | |
A A A A

0,

P(BNA)= 0,19 P(BNA)= 03 P(BNA)= 0725 PBNnA)= 026

Ubung: Stellen Sie eine Vierfeldertafel mit den Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen Haufigkeiten auf und ermitteln Sie die Baumdiagramme.
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Ereignisse:

A: mannlich

B: Helm
B B
A P(ANB)= 0,19 |P(ANB)= 0,25 P(A) = 0,44
A PANB)~ 03 |P(AnB)=z= 026 P(A) ~ 0,56
P(B) = 0,49 PB)= 051 P)= 1

Berechnung der Randwahrscheinlichkeit:

P(A 0,44
pa) = PW) 04 0,44
P(Q)) 1
Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit:
P(ANnB) 0,19 N

= P(A)# Pg(A)

= A und B sind stochastisch ABhangig.

[
P(A) = 044

[

A _

|
Py (B) = 0,4318
|

py(B) = 0,5682
|

Px(B) = 0,5357
|

P(B) = 0,4643
|

B

B B B
P(AnB)~ 0,19 P(ANB)= 0,25 P(AnB) = 03 P(ANnB)= 026
X
I T
P(B)= 049 P(B)=x~ 051
| |
_ B _ _ B _
| | |

Pa(A) = 0,3878
|
A

Bz (A) =~ 0,6122
|
A

P(BNA)= 0,9 PBNA)= 03

P5(A) = 0,4902
|
A

P(BNA) = 0,25

Pg(A) =~ 0,5098
|

A
P(BNA) = 0,26
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b) Oktoberfest*°

Ubung:

Im Festzelt feiern 140 Touristen, die eine Lederhose tragen, sowie 60 Touristen in normaler Kleidung. Hinzu kommen 10 Minchner mit Lederhose und
40 Miinchner in Alltagskleidung.

A: Person ist ein Tourist

B: Person tragt eine Lederhose

Aufgaben:

1. Stellen Sie eine Vierfeldertafel auf.

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, das man auf einen Touristen trifft?

Durch die Hitze wird eine Person ohnmachtig. Sie tragt eine Lederhose. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es ein Tourist?

i

Man trifft einen Miinchner. Wie wahrscheinlich ist es, dass er keine Lederhose tragt?

0 Siehe auch: Bigalke/Kohler: MA-2
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A: Person ist Tourist.

B: Person tragt eine Lederhose.

B B
A [AnB|= 140 ||ANnB|= 60 [Al= 200
A ||AnB|= 10 ||AnB|= 40 |Al= 50
[Bl= 150 [Bl= 100 |Summe= 250
Berechnung der Randwahrscheinlichkeit:
A 200
P(A) = Sulm:ne = >~ 0,8

Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit:

ANB
| |, 140 ~  0,933333

P (A) =
5(A) |B] 150

= P(A) # Pg(A) = A und B sind stochastisch ABhangig.

5.6.6 Weitere Ubungen

Beachten Sie bitte den Ordner Ubungsaufgaben.

|
P(A)= 08
|
_ A _
| |
P,(B)= 07 Pa(B)= 03
| |
B B
P(ANB)= 0,56

P(ANnB)= 024

Pz(B) = 0,2 PK(E) = 0,8
|

|
B B
P(AnB) = 0,04

[
P(B)= 06
[

_ B _
| |

Pz (A) =~ 0,333

I I

A A

P(BNA)= 056 P(BNA)= o

04

B3 (A) =~ 0,0667

P(BNA)= 024

Pg(A) = 06 Pg(A) = 04

P(BNnA)= 0,16
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6 ZufallsgroBen und ihr Erwartungswert

6.1 Definition ZufallsgrofRe

Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlicheitsraum. Dann heiBt jede
Funktion
X 1 Q2 — R bzw. w — X(w)

eine ZufallsgroBe (Zufallsvariable).

Der Zufall steckt im w. Steht das Ergebnis w des
Zufallsexperiments fest, dann steht auch der Wert X(w) fest.

41

(Siehe: Beispiel, S. 130)

6.2 Verteilung und Erwartungswert E(X) einer ZufallsgroRe

Es sei X eine ZufallsgréBe mit der Verteilung

WertevonX|x1 X2 ... Xr
P(X=xk) |pr P2 - pPr

Die Zahl
E(X)=x1-pr+x -p2+...+Xpr

heiBt Erwartungswert von X.

42

Man betrachte den Zusammenhang zum arithmetischen Mittel (siehe S. 19), wenn zur Berechnung
die relative Haufigkeit benutzt wird.

(Siehe: Beispiel, S. 131)

6.3 Beispiele und Ubungen

41 Aus: Warmuth, E.: 8.4. ZufallsgréRen — faire Spiele, 2019/2020, S. 4
42 Aus: Warmuth, E.: 8.4. ZufallsgréRen — faire Spiele, 2019/2020, S. 6
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6.3.1 Beispiel (ZufallsgroRe)

In einem GefaR befinden sich 2 blaue und 1 rote Kugeln. Es werden 3 Kugeln MIT Zurlicklegen gezogen.

Anzahl der Ziehungen: 3 _ X _
| I
Anzahl der Méglichkeiten: 2 2 1
Mdoglichkeiten: blau rot 5; ?
Anzahl: 2 1 B blau B _ rot _
| | | |
Anzahl gesamt: 3 2 1 2 1
Mit Zurlicklegen/Wdh.: ja [~ ? ? ? S|‘>
___blau__ ___rot __ _blau__ ___rot
| | | | | | | |
2 1 2 1 2 1 2 1
3 3 3 3 3 3 3 3
| | | | | | | |
[] Rechnungen ausblenden blau rot blau rot blau rot blau rot
|:| Ergebnisse ausblenden
8 4 4 2 4 2 2
27 27 27 27 27 27 27 27

Man bilde die Ergebnismenge:
Q ={(blau, blau, blau), (blau, blau, rot), (blau, rot, blau), (blau, rot, rot), (rot, blau, blau), (rot, blau, rot), (rot, rot, blau), (rot, rot, rot))

Man definiere die ZufallsgrofRe X so, dass sie die Anzahl der blauen Kugeln angibt.
Hierdurch werden Ergebnisse zu Ereignissen , X = x;“ zusammengefasst:

X = 0: {(rot, rot, rot)} X = 1: {(blay, rot, rot), (rot, blau, rot), (rot, rot, blau)}
X = 2: {(blau, blau, rot), (blau, rot, blau), (rot, blau, blau)} X = 3: {(blau, blau, blau)}

Mittels einer ZufallsgroRe wird eine bestimmte Eigenschaft eines Ergebnisses erkannt. Alle Ergebnisse mit dieser Eigenschaft werden zu einem Ereignis
zusammengefasst, welches man mit ,X = x;“ bezeichnet. Die ZufallsgréRe dient dazu, leicht Ereignisse bilden zu kénnen.
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6.3.2 Beispiel 1 (Verteilung einer ZufallsgroRe und ihr Erwartungswert E(X))

(Siehe: Definition, S. 129)

In einem GefaR befinden sich 2 blaue Kugeln und 1 rote Kugel. Es werden 3 Kugeln MIT Zurlicklegen gezogen.

Anzahl der Ziehungen: 3
Anzahl der Moglichkeiten: 2
Moglichkeiten: blau rot
Anzahl: 2 1 _
I
Anzahl gesamt: 3 2
Mit Zuriicklegen/Wdh.: ia I: 3
I
_ blau
I
2
3
I
blau
Ereignis E: Alle ausgewahlten Pfade
8
P(E) = 2/9 =] 0,2222 >7

Man definiere die ZufallsgrofRe X so, dass sie die Anzahl
der blauen Kugeln angibt. Es gilt:

2 2 2 6 2
P(E)= P(X=1)=;+;+;=;=g

Man ermittle weitere Ereigniswahrscheinlichkeiten:

P(X=0)=i7

4 4 4 12 4
PX=2) =2+ +5=5=5
P(X=3)=37

-—

2
3 3
I I
blau _ _ rot
I I
= =
3 3
I I
___rot _ blau _ _
I [ I I I
2z s 2 = =
i | | i |
blau rot blau rot blau
4 2 4 2 2
27 27 27 27 27
Es ergibt sich die Verteilung der Zufallsgrofie:
X 0 1 2 3
1 2 4 8
P(X = x;) - = = -
27 ) S) 27
Berechnung des Erwartungswertes:
1 2 4 8
EX)=0r—+1=4+2=+3-—==2

27 9 97727

-131-




6.3.3 Beispiel 2 *) (Verteilung einer ZufallsgroRe und ihr Erwartungswert E(X))

In einem Gefak befinden sich 7 rote Kugeln und 10 schwarze Kugeln. Es wird 7-mal OHNE Zurlcklegen gezogen.

Berechnung der Trefferwahrscheinlichkeiten mit der Formel der hypergeometrischen Verteilung:

rote Kugeln : ro = 7 r{ .| s 7)) .| 10
schwarze Kugeln : s = 10 t k-t 3 4 35 -+ 210
=> Gesamtzahl : r+s = 17 P( t rote Kugeln) = = J,,— = —=>=  0,3779
r+s 17 19.448
gezogene Kugeln : k = 7 k 7
Treffer (rote Kugeln) : t = 3 -

Sei X die Anzahl der Treffer (rote Kugeln). Dann ergibt sich folgende Verteilung:

X; 0 1 2 3 4 5 6 7 Summe
P(X=x) 0,0062 | 0,0756 | 0,2721 | 0,3779 | 0,2160 | 0,0486 | 0,0036 | 0,0001 1,0000
P(X=x)
0,4000
0,3000
0,2000
0,1000
0,0000 —_ . . — —
0 1 5 6 7

Berechnung des Erwartungswertes:

E(X)= 0-0,0062 +1-0,0756+2-0,2721+3-0,3779+4-0,216 +5-0,0486 + 6 - 0,0036 + 7 - 0,0001

2,8824
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Ubung:

Beispiel: Verteilung einer ZufallsgréBe und ihr Erwartungswert E(X)

In einem Gefal befinden sich 3 rote Kugeln und 2 schwarze Kugeln. Es wird 2-mal OHNE Zuriicklegen gezogen.
Berechnung der Trefferwahrscheinlichkeiten mit der Formel der hypergeometrischen Verteilung:

rote Kugeln :
schwarze Kugeln :
=> Gesamtzahl :

gezogene Kugeln :
Treffer (rote Kugeln) :

r
S
r+s

N W

]

|

el

ol

3
0

-

P( t rote Kugeln) =

r+s
k

Sei X die Anzahl der Treffer (rote Kugeln). Dann ergibt sich folgende Verteilung:

10

v

0,1000

X

P(X =x)

1,0000

0,5000

0,0000

0

Berechnung des Erwartungswertes:

E(X) =

P(X=

X;)
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Beispiel: Verteilung einer ZufallsgrofRe und ihr Erwartungswert E(X)
In einem Gefal befinden sich 3 rote Kugeln und 2 schwarze Kugeln. Es wird 2-mal OHNE Zurlicklegen gezogen.

Berechnung der Trefferwahrscheinlichkeiten mit der Formel der hypergeometrischen Verteilung:

rote Kugeln : r 3 r| .| s 3 L] 2
schwarze Kugeln : s = 2 t k-t 0 2 1 -1

=> Gesamtzahl : r+s = 5 P( t rote Kugeln) = = e = =  (0,1000
r+s 5 10
gezogene Kugeln : k = 2 k 2
Treffer (rote Kugeln) : t = 0 -

Sei X die Anzahl der Treffer (rote Kugeln). Dann ergibt sich folgende Verteilung:

X 0 1 2 Summe
P(X=x) 0,1000 | 0,6000 | 0,3000 1,0000
0,8000 P(X=x)
0,6000
0,4000
0,2000 .
0,0000 L
0 1 2

Berechnung des Erwartungswertes:

E(X)= 0-0,1+1-0,6+2-0,3

1,2000
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7 Faire Spiele

7.1 Faire Spiele ohne Einsatz

Definition
Ein Spiel ohne Einsatz heilt fair, wenn alle Spieler dieselbe
Gewinnchance haben.

Bemerkung

Im Fall gleichwahrscheinlicher Ergebnisse ist ein Spiel fair, wenn fiir
Jjeden Spieler dieselbe Anzahl von Ergebnissen zum Gewinn fiihrt.

43

(Siehe: Beispiele, S. 136)

7.2 Faire Spiele mit Einsatz

Definition
Ein Zweipersonenspiel heiBt fair, wenn der Erwartungswert des
Nettogewinns N eines Spielers Null ist.

» |n einem fairen Zweipersonenspiel ist der Erwartungswert des
Nettogewinns beider Spieler gleich Null.

» Die Bedingung E(N) = 0 wird benutzt, um den fairen
Einsatz fiir ein Spiel zu berechnen.

» Es gilt Nettogewinn N = Auszahlung A - Einsatz e.
Die Bedingung E(N) = 0 ist dquivalent zur Bedingung
E(A) =e.

44

(Siehe: Beispiele, S. 140)

43 Aus: Warmuth, E.: 8.4. ZufallsgréRen — faire Spiele, 2019/2020, S. 11
4 Aus: Warmuth, E.: 8.4. ZufallsgréRen — faire Spiele, 2019/2020, S. 15
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7.3 Beispiele und Ubungen

7.3.1 Faires Spiel (ohne Einsatz)

Beispiel: Gerade und ungerade Augensumme beim 2-maligen Wirfeln.

Es wird 2-mal gewdirfelt. Die Zufallsvariable X ermittelt die Augensumme der beiden Wiirfel.

= Das Spiel IST fair.

Wurf 1\Wurf 2| x Wurf 1\Wurf 2| x Spieler 1 tippt auf: Spieler 2 tippt auf:
1 1 2 1 4 5 = 2 ] = 2
2 1 3 2 4 6 ] = 3 = 3
3 1 4 3 4 7 = 4 [] = 4
4 1 5 4 4 8 [] = 5 = 5
5 1 6 5 4 9 = 6 H = 6
6 1 7 6 4 10 [] = 7 = 7
1 2 3 1 5 6 = 8 [] = 8
2 2 4 2 5 7 L] = 9 = 9
3 2 5 3 5 8 = 10 L] = 10
4 2 6 A 5 9 ] = 11 = 11
5 2 7 5 5 10 = 12 [] = 12
6 2 8 6 5 11
1 3 4 1 6 7 Glinstige Ergebnisse: Glinstige Ergebnisse:
2 2 5 2 6 8 18 anzeigen 18 anzeigen
3 3 6 3 6 9
2 2 ’/ 4 6 10 P(Gewinn) = ﬁé 0,5 P(Gewinn) = i;
5 3 8 5 6 11 36 36
6 3 9 6 6 12

0,5

Anmerkung:

Obwohl 6 gerade Augensummen
(ndmlich: 2, 4, 6, 8, 10, 12)

und nur 5 ungerade Augensummen
(némlich: 3,5,7,9, 11)

moglich sind, ist das Spiel fair.

Die Wahrscheinlichkeit einer
geraden Augensumme ist ndamlich
gleich der Wahrscheinlichkeit einer
ungeraden Augensumme.
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7.3.2 Unfaires Spiel (ohne Einsatz)

Beispiel: Jeder Spieler tippt auf 2 mogliche Augensummen beim 2-maligen Wiirfeln.

Es wird 2-mal gewiirfelt. Die Zufallsvariable X ermittelt die Augensumme der beiden Wiirfel.

Wurf 1|\Wurf 2| x Wurf 1|Wurf 2| x; Spieler 1 tippt auf: Spieler 2 tippt auf:
1 1 2 1 4 5 = 2 L] = 2
2 1 3 2 4 b [] = 3 [] = 3
3 1 4 3 4 7 L] = 4 L] = 4
4 1 5 4 4 8 [] = 5 [] = 5
5 1 6 5 4 9 = 6 ] = 6
6 1 7 6 4 10 [] = 7 = 7
1 2 3 1 5 6 L] = 8 L] = 8
2 2 4 2 5 7 L] = 9 L] = 9
3 2 5 3 5 8 ] = 10 ] = 10
4 2 6 4 5 9 ] = 11 = 11
5 2 7 5 5 10 [] = 12 [] = 12
6 2 8 6 5 11
1 3 4 1 6 7 Glinstige Ergebnisse: Glinstige Ergebnisse:
2 3 5 2 6 8 6 anzeigen 8 anzeigen
3 3 6 3 b 9
z 2 ! 4 0 10 P(Gewinn) = i% 0,17 P(Gewinn) = ié 0,22
5 3 8 5 b 11 36 36
b 3 9 6 b 12

= Das Spiel ist NICHT fair.

Anmerkung:

Obwohl die Spieler auf gleichviele
mogliche Augensummen setzen, ist
das Spiel nicht fair.

Die Wahrscheinlichkeit fiir die
Augensumme 2 oder 6 ist namlich
kleiner als die Wahrscheinlichkeit
fir die Augensumme 7 oder 11.
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7.3.3 Ubung (ohne Einsatz)

Ubung: Spieler 1 tippt auf eine Primzahl als Augensumme, Spieler 2 tippt auf 6, 7 oder 8 als Augensumme.

Es wird 2-mal gewiirfelt. Die Zufallsvariable X ermittelt die Augensumme der beiden Wiirfel.

Wurf 1|Wurf 2| x Wurf 1|Wurf 2| x Spieler 1 tippt auf: Spieler 2 tippt auf:
1 1 2 1 4 5 = 2 L] = 2
2 1 3 2 4 6 = 3 ] = 3
3 1 4 3 4 7 [] = 4 L] = 4
4 1 5 4 4 8 = 5 L] = 5
5 1 6 5 4 9 ] = 6 = 6
6 1 7 6 4 10 = 7 = 7
1 2 3 1 5 6 [] = 8 = 8
2 2 4 2 5 7 L] = 9 L] = 9
3 2 5 3 5 8 [] = 10 L] = 10
4 2 6 4 5 9 = 11 L] = 11
5 2 7 5 5 10 ] = 12 ] = 12
6 2 8 6 5 11
1 3 4 1 6 7
2 3 5 2 b 8 [ ] anzeigen [ ] anzeigen
3 3 6 3 6 9
4 3 7 4 6 10
5 3 3 5 6 11
6 3 9 6 6 12
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Es wird 2-mal gewdrfelt. Die Zufallsvariable X ermittelt die Augensumme der beiden Wirfel.

Wurf 1

Wurf 2

=

Wurf 1

Wurf 2

=

W o~

e

~J

10

11

00

10

11

O PR O N | = PO U R WO [ N = PO B W N[ =

Wl lw]w |winiNiNiN o e e R | R~

LN 0NN WIN | W (N

fo T I o S R N B e AL T (O I O N B S B e o W o O e e )

[saTN o T o I B o TN s 0 I O 0 1 0 ) O O 8 . 58 8 )

12

Spieler 1 tippt auf:
= 2

= 10
= 11
= 12

ORI OO0ORO RO EE
Il
w00~ O N e W

Glnstige Ergebnisse:
15 anzeigen

. 15 . 16
P(Gewinn) = —= 0,42 P(Gewinn)= ——= 0,44
36 36

= Das Spiel ist NICHT fair.

Spieler 2 tippt auf:

OO0 0REEROOOO

Glnstige Ergebnisse:

16

= 2

I
[K=lae B A -

= 10
= 11
= 12

anzeigen
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7.3.4 Faires Spiel (mit Einsatz)

(Siehe Definition, S. 135)

Beispiel (faires Spiel):

Es wird 2-mal gewtrfelt. Die Zufallsvariable A ermittelt den Auszahlungsbetrag nach folgenden Regeln:

E(A)= 0-0,6944 +2-0,2778 +52-0,0278 = 2

Erwartbare Auszahlung - Spieleinsatz = Erwartbarer Gewinn

2 -2=0,0000 = Es IST ein faires Spiel!

Wurf 1|Wurf 2| 3, Wurf 1{Wurf 2| 3 Anzahl Einsen |Auszahlung (in €) Spieleinsatz e (in €)
H 52 1 | a | 2 0 0 2
2 4 0 1 2
3 | 4 | o0 2
4 4 0
5 4 0 Ereignis Wahrscheinlichkeit
© 2 0 A= 0| P(A=0)= 25 0,6944
1 5 2 36
2 5 0 10
- - 0 A= 2| PA=2)= 26 0,2778
4 5 0 1
= E 0 A= 52| P(A=52)= E— 0,0278
6 5 0
1 6 2
2 b 0
2 6 0
4 6 0
5 b 0
6 6 0

oWk |a|nslwic|kE o |v| s w~
Wlwlw wlw|lw|(m(mmime|N R, R,k R~
olo|lololo|lv|o|lolclo|lo|n|Nm|n|n|nN
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7.3.5 Unfaires Spiel (mit Einsatz)

Beispiel (unfaires Spiel):

Es wird 2-mal gewrfelt. Die Zufallsvariable A ermittelt den Auszahlungsbetrag nach folgenden Regeln:

Wurf 1

Wurf 2

L

=
o

Wurf 1|Wurf 2| g

B

Anzahl Einsen |Auszahlung (in €) Spieleinsatz e (in €)
0 0 1
1 3
z
Ereignis Wahrscheinlichkeit
25
A= 0| PA=0)= — = 10,6944
36
10
A= 3| P(A=3)= —— = 0,2778
36
1
A= 10| P(A=10)= < - 00278

||| Wik | a|us|w|o = |o v s |w|s
Wlww wlw|lw(m[(aeiN o N, R R~
olo|lololo|lw|o|loclo|o|o|w|w|w|w|w|w

|| WIN|PR (U R|W N R[] W N

[ T w2 T I o e T e T o T L g Y Y Y A ) 8 S

o|o|C|o|o|w OO |C|W|IO|IC|O|IC|O (W

E(A)= 0-0,6944+3-0,2778 +10-0,0278 = 1,1111

Erwartbare Auszahlung - Spieleinsatz = Erwartbarer Gewinn

1,1111-1=

0,1111 = Es ein UNfaires Spiel, DA es sich fiir den Spieler lohnt!
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7.3.6 Ubung (mit Einsatz)

Ubung (faires Spiel?):

Es wird 2-mal gewdirfelt. Die Zufallsvariable A ermittelt den Auszahlungshetrag nach folgenden Regeln:

Anzahl Einsen

Auszahlung (in €)

Spieleinsatz e (in €)

0 10 1,2
1 30
2

Wurf 1{Wurf 2| g Wurf 1|Wurf 2| 3
1 1 1 4
2 1 2 4
3 1 3 4
4 1 4 4
5 1 5 4
6 1 6 4
1 2 1 5
2 2 2 5
3 2 3 5
4 2 4 5
5 2 5 5
6 2 6 5
1 3 1 6
2 3 2 6
3 3 3 6
4 3 4 6
5 3 5 6
6 3 6 6
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Es wird 2-mal gewiirfelt. Die Zufallsvariable A ermittelt den Auszahlungsbetrag nach folgenden Regeln:

Anzahl Einsen |Auszahlung (in €)

Spieleinsatz e (in €)

0 10

1,2

1 30

2

Ereignis Wahrscheinlichkeit
25
A= 10 | P(A=10)= e 0,6944
10
A= 30 |P(A=30)= — = 0,2778
1
A= -500 P{AZ—SUU}ZE = 00,0278

Wurf 1{Wurf 2| g Wurf 1|Wurf 2| 3
H 500 1 | a | 30
2 | 1 | 30 2 | a4 | 10
3 | 1 | 30 3 | a4 | 10
a | 1 | 30 a | a | 10
5 | 1 | 30 5 | a4 | 10
6 | 1 | 30 6 | 4 | 10
1 | 2 | 30 1 | 5 | 30
2 | 2 | 10 2 | 5 | 10
3 | 2 | 10 3 | 5 | 10
a | 2 | 10 a | 5 | 10
5 | 2 | 10 5 | 5 | 10
6 | 2 | 10 6 | 5 | 10
1 | 3 [ 30 1 | 6 | 30
2 | 3 | 10 2 | 6 | 10
3 | 3 | 10 3 | 6 | 10
a | 3 | 10 4 | 6 | 10
5 | 3 | 10 5 | 6 | 10
6 | 3 | 10 6 | 6 | 10

1,3889-1,2=0,1889

E(A) = 10-0,6944 +30-0,2778 + (-500) - 0,0278 = 1,3889
Erwarthare Auszahlung - Spieleinsatz = Erwartbarer Gewinn

= Es ein UNfaires Spiel, DA es sich flir den Spieler lohnt!
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7.3.7 Einsatz fur faires Spiel berechnen

Beispiel:

Einsatz fiir ein faires Spiel berechnen

Die ZufallsgrofRe A gibt die Auszahlung an.

a 1 0 4 14
P(A=a)| 01 0,3 0,2 0,4

Berechnung der erwarteten Auszahlung E(A):
E(A)= -1-0,1+0-0,3+4-0,2+14-0,4
=~ 6,3
Fir ein faires Spiel muss gelten: Erwartbare Auszahlung - Spieleinsatz =0
E(A)-e=0

Der Einsatz e muss also der erwarteten Auszahlung E(A) entsprechen.
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Ubung:
1. Ergdnzen Sie den fehlenden Wert in der Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroRe A.
2. Berechnen Sie den Erwartungswert E(A).

3. Wie hoch muss der Einsatz fir ein faires Spiel sein?

Einsatz fiir ein faires Spiel berechnen

Die Zufallsgrofie A gibt die Auszahlung an.

Wert fehlt!
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Einsatz fiir ein faires Spiel berechnen

Die Zufallsgrofie A gibt die Auszahlung an.

3 1 0 1 2 3 4

P(A=a)| 0,5 0,05 0,1 0,2 0,1 0,05

Berechnung der erwarteten Auszahlung E(A):

E(A)= -1-0,5+0-0,05+1-0,1+2-0,2+3-0,1+4-0,05

1

0,5

Fir ein faires Spiel muss gelten: Erwartbare Auszahlung - Spieleinsatz =0
E(A)-e=0

Der Einsatz e muss also der erwarteten Auszahlung E(A) entsprechen.

= e= 05
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Ubung:
1. Ergdnzen Sie den fehlenden Wert in der Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgrofRe A.
2. Berechnen Sie den Erwartungswert E(A).

3. Wie hoch muss der Einsatz fir ein faires Spiel sein?

Einsatz fiir ein faires Spiel berechnen

Die ZufallsgrofRe A gibt die Auszahlung an.

Wert fehlt!

- 147 -




Einsatz fiir ein faires Spiel berechnen

Die ZufallsgrofRe A gibt die Auszahlung an.

3 3 1 0 1 2

P(A=a) 1/4 1/12 1/6 1/6 1/3

Berechnung der erwarteten Auszahlung E(A):
E(A)= -3-0,25+(-1)-0,0833 +0-0,1667 +1-0,1667 + 2 - 0,3333
~ 0
Fir ein faires Spiel muss gelten: Erwartbare Auszahlung - Spieleinsatz=0
E(A)-e=0

Der Einsatz e muss also der erwarteten Auszahlung E(A) entsprechen.
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8 Bernoulli-Ketten und Binomialverteilungen

8.1 Bernoulli-Experiment

BERNOULLI-Experiment

Vorgange mit zufilligem Ergebnis, bei denen nur zwischen Erfolg
(1) und Misserfolg (0) unterschieden wird, heiBen
BERNOULLI-Experimente oder BERNOULLI-Versuche.

45

Viele Experimente besitzen mehr als zwei mogliche Ergebnisse (siehe z.B. S. 55 oder S. 56). Man
kann diese jedoch leicht in ein Bernoulli-Experiment Gberfihren, indem man die Ergebnismenge
anders definiert: Ein Ergebnis wird als Erfolg (oder Treffer) angesehen und der Rest als Misserfolg
(oder Niete).

Beispiel 1:

In einem Gefal befinden sich rote, griine, blaue, gelbe und graue Kugeln. Man kénnte die
Ergebnismenge so definieren:

Q = {rot, griin, blau, gelb, grau}
Um jedoch ein Bernoulli-Experiment betrachten zu kdnnen, wahlt man die Ergebnismenge so:
Q = {rot, nicht-rot}

Sind in dem GefaR z.B. 3 rote und 7 nicht-rote Kugeln enthalten, wiirde man folgende
Wahrscheinlichkeiten erhalten:

3

P(rot) = —
. 7
P(nicht-rot) = —
10

Wahlt man die rote Kugel in diesem Fall als Erfolg (oder Treffer), bezeichnet man die Erfolgs- oder
Trefferwahrscheinlichkeit mit

3
p—1—0—0,3

Fir die Misserfolgs- oder Nicht-Trefferwahrscheinlichkeit (also der Gegenwahrscheinlichkeit)
ergibt sich:

4 Aus: Warmuth, E.: 8.6. Binomialverteilung, 2019/2020, S. 3
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8.2 Bernoulli-Kette

BERNOULLI-Kette
Wird ein BERNOULLI-Experiment mit derselben
Erfolgswahrscheinlichkeit n mal unabhdngig voneinander
ausgefiihrt, so entsteht eine Bernoulli-Kette der Lange n mit der
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Eine Bernoulli-Kette ist also nichts anderes als die mehrfache Hintereinanderausfiihrung des
gleichen Bernoulli-Experiments. Wichtig hierbei ist, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit p gleich
bleibt.

Beispiel fiir eine Bernoulli-Kette: Eine Kugel wird aus einem GefaR gezogen, auf die Farbe rot
Uberprift und danach ZURUCKGELEGT. Dies wird n-mal wiederholt. Die einzelnen Experimente
sind stochastisch unabhéngig voneinander, weil sie keinen Einfluss auf einander besitzen.

Gegenbeispiel: Eine Kugel wird aus einem Gefall gezogen, auf die Farbe rot Giberprift und danach
NICHT zurlickgelegt. Dies wird n-mal wiederholt. Hierbei andert sich die
Erfolgswahrscheinlichkeit, weil beim nachfolgenden Experiment eine Kugel weniger vorhanden ist
und es eine Rolle spielt, ob zuvor rot gezogen wurde oder nicht. Die Experimente sind NICHT
stochastisch unabhdngig voneinander.

8.3 Die Formel von Bernoulli / Binomialverteilung

Es sei X die Anzahl der Erfolge in einer BERNOULLI-Kette der
Lange n mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p. Die Verteilung von X
ist gegeben durch

Diese Verteilung heit Binomialverteilung mit den Parametern n
und p, abgekiirzt X ~ B(n; p).

46

46 Aus: Warmuth, E.: 8.6. Binomialverteilung, 2019/2020, S. 9
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8.4 Beispiel: Veranschaulichung der Bernoulli-Formel am Baumdiagramm

Bernoulli-Experiment

Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 4 gezogenen Kugeln genau k=1 Treffer-Kugel ist?

Maoglichkeiten: N
Anzahl:

In einem GefaR befinden sich 2 Treffer-Kugeln und 1 Niete-Kugel: Es wird n=4 mal eine Kugel gezogen, die gleich wieder zurlick gelegt wird.

_ X
I I
2 1 2 1
i |
| [Trf.] | | N |
Bernoulli-Kette 2 1 2 9
3 3 3 3
: ) _ I I I |
Ziehungen: n= 4 __ N __ N
I I I I I I I I
Trefferwahrsch.: p= 2 2 1 2 1 2z 1 2 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3
| [ | | | | | |
N N N N
Anzahl Treﬁer{Trf.): k=1 |77| Ii 7| |77| Ii 7| |77| |7 7| Iiil |7 7|
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
S SRS S NS U NS (S SRR SN SRS NS SRS S, S S
N N N N N N N N
Ereignis E: Alle ausgewahlten Pfade
B - 16 8 8 4 8 4 4 2 8 4 4 2 4 2 2 1
P(E) = 8/81 = 0,0988 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81
Berechnung iiber Bernoulli-Formel
k n-k 1 3 1 3
n 4l 2 1 2 1
PE)=B(n;p ; k) =P(X=k) el -] 1 - p = — - | = = 4 — — = 0,0988
k 1-(4-1) 3 3 3 3
i 1 J L l J
Anzahl Wahrscheinlichkeit
der Pfade fiir 1 Pfad
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Ubung:

In einem Gefal befinden sich 2 Treffer-Kugeln und 1 Niete-Kugel: Es wird n=4 mal eine Kugel gezogen, die gleich wieder zurlick gelegt wird.
Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 4 gezogenen Kugeln genau k=3 Treffer-Kugel sind?

Bernoulli-Experiment

Moglichkeiten: N I~ X _
Anzahl: 2 1
I |
_ Trf. | _ _ N _

Bernoulli-Kette

Ziehungen: n= 4 ___ N ___ N
I I I I I I I I
Trefferwahrsch.: p= 2
’ | [ | | | | | |
N N N N
Anzahl Treffer {Trf]: k=3 |__I |_ _I |__ |_ _I I__ I_ _l __ I_ _l
| | | | | | | | | | | | | | | |
Trf Trf N Trf Trf N Trf. Trf N Trf Trf N

Ereignis E: Alle ausgewdhlten Pfade

P(E) = =

Berechnung tiber Bernoulli-Formel

PE)=B(n; p ; k) =P(X=k)

Anzahl
der Pfade

Wahrscheinlichkeit
fiir 1 Pfad
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Bernoulli-Experiment

Mdoglichkeiten: N

Anzahl: 2 1
Bernoulli-Kette
Ziehungen: n= 4
2
Trefferwahrsch.: p= 3

Anzahl Treffer (Trf.): k= 3

Ereignis E: Alle ausgewahlten Pfade
P(E)= 32/81 =

0,3951

Berechnung iiber Bernoulli-Formel

fiir 1 Pfad

-153 -

— x —
I I
B -
3 3
| |
_ Trf.] _ _ N _
I I I I
2 1 2 1
3 3 3 3
| [ | [
I_—_I I " ] I_—_I I " o
2 1 2 1 2 1 2 1
i i i i i | i |
] ~ N ] - N ] - N ] ~ N
I I I I I I I I I I I I I I I
2 1+ 2 r 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
| [ | [ | | | [ | | | [ | | |
N N N N N N N
16 8 8 4 8 4 4 2 8 4 4 2 4 2 2
81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81
k n-k 3 1 3 1
n 41 2 1 2 1
- p . 1 - p = e I o 4 -l =] - | — >~ 00,3951
k 31-(4-3)! 3 3 3 3
[ 1 J L ‘ ]
Anzahl Wahrscheinlichkeit
der Pfade



8.4.1 Bestimmung einer Punktwahrscheinlichkeit P(X=r)

Hinweis: Oft wird fiir ,P(X=r)“ auch ,P(X=k)“ geschrieben. Da in den nachfolgenden Beispielen das k in der Exceldatei variabel bleiben sollte, um sich
unterschiedliche Werte mithilfe der Formel anzeigen lassen zu kdnnen, wurde ein zweiter Buchstabe, ndamlich ,r“, eingefiihrt.

Beispiel:

‘Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 1/4
Anzahl Treffer: k= 5

P(E)=B(n; p; k) =P(X=k ) =

Bestimmung einer Punktwahrscheinlichkeit P(X =r)

P(X=5) = + P(X=5)

114

+0,1651

12

0,1651

5 10
-[0,25] . [0,75] =

i 5 10
= { } -[0,25} [ 0,75} >~ 3003 0,1651
5
Verteilung Statistik
k P(X=k)
4 |0.2252 |©
5 0.1651
6 |0.0917
7 10.0393
0 5 10 1518 [0.0131
p=3.75 o=16771 |9 0.0034 |,
/" Binomial i .
n 15 p |0.25
P(5 <X<5 )= 0.1651 .
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Ubung:

‘Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 1/4 als Bruch eingeben
Anzahl Treffer: k= 6

oo (][] () ()00 )

Bestimmung einer Punktwahrscheinlichkeit P( X =r )

P(X=6) =

12

12
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‘Bernoulli-Formel

Ziehungen:

Trefferwahrscheinlichkeit.:

Anzahl Treffer:

P(E)=B (n; p; k) =P(X=k ) =

n= 15
p= 1/4 als Bruch eingeben
k= 6

Bestimmung einer Punktwahrscheinlichkeit P(X =r)

P(X=6) =

14

12

0,0917

+ P(X=6)

+0,0917

6 9
5005 [ 0,25 } - [ 0,75 } = 0,0917

Verteilung Statistik

K PX=k)
4 |0.2252 |*
5 [0.1651
6 [0.0917
7 [0.0393
0 10 5 18 0.0131
M=375 oc=1.6771 |9 |0.0034 |,
/" Binomial v .
n |15 p |0.25
1H E
P(6 <X <6 )= 0.0917 5
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8.4.2 Bestimmung einer linksseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P( X <r)

Beispiel:

'‘Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 1/4 als Bruch eingeben
Anzahl Treffer: k= 4

k n-k 4 11
n 15
P(E)=B(n; p; k) =P(X=k ) = [J : {p} -[1—p] %{J -[0,25}-[0,75]

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten
Bestimmung einer linksseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P(X <)
r= 4
P(X<4) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) + P(X=4)

= 00,0134 + 0,0668 + 0,1559 + 0,2252 + 0,2252

= 00,6865

4 11
1365 [ 0,25 ] . [ 0,75 ]

Verteilung Statistik

[y

0,2252

P(X =k)

0.0134

0.0668

0.1559

0.2252

10

15

=375 o=1.6771

0.2252

nhw N = o=

0.1651

/| Binomial v
n 15 p |0.25
P(X =4 )= 0.6865
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Ubung:

‘Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 1/4
Anzahl Treffer: k= 2

eI

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten

als Bruch eingeben

S

Bestimmung einer linksseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P( X <r)

=
>
i
X

2

12

12

0]
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Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 1/4 als Bruch eingeben
Anzahl Treffer: k= 2

k n-k = 2 13 2 13
P(E) =B (n; p; k) = P( X=k ) = {rlj - H -[1-p] ;{J -[0,25}-[0,75] =~ 105 -[0,25}-[0,75] ~  0,1559

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten

Bestimmung einer linksseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P(X <) Verteilung Statistik
. k P(X=Kk)

0 (0.0134 ~

P(X<2) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) 1 |0.0668

2 |0.1559

~ 0,0134 + 0,0668 + 0,1559 3 |0.2252

0 5 10 15 14 |0.2252
= 0,2361 M=375 o=16771 |5 |0.1651 |.
/" Binomial v "

n 15 p 0.25

P(X =<2 )= 0.2361 9
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8.4.3 Bestimmung einer rechtsseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P( X >r)

Beispiel:

Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 1/4 als Bruch eingeben
Anzahl Treffer: k= 9

P(E)=B (n; p; k) =P(X=k ) =

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten

Bestimmung einer rechtsseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P(X =)

P(X29) =  P(X=9) + P(X=10) + P(X=11) + P(X=12) + P(X=13) + P(X=14) + P(X=15)

12

0,0917 + 0,1651 + 0,2252 + 0,2252 + 0,1559 + 0,0668 + 0,0134

12

0,9434

9 6
5005 [ 0,25 ] - [ 0,75 ] =

Verteilung Statistik

0 5 10 15
H=11.25 o=1.6771

0,0034

P(X=k)
0.0917 ~

0.1651

0.2252

0.2252

0.1558

14

0.0668

15

0.0134 |,

n 15 p 0.75
1H[H
P(9 =X)= 09434
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Ubung:

Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 3/4
Anzahl Treffer: k= 12

P(E)=B (n; p; k) =P(X=k ) = { } { } [

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten

als Bruch eingeben

Bestimmung einer rechtsseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P( X =)

r= 12

P(X=12) =

12

112
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Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 3/4 als Bruch eingeben
Anzahl Treffer: k= 12

k n-k 1 12 3 12 3
P(E) =B (n; p; k) =P(X=k ) = {:} . M -[1—p} ;LJ -[0,75}-[0,25} = 455 -[0,75}-[0,25} ~  0,2252

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten

Bestimmung einer rechtsseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P( X > r)

Verteilung Statistik

r= 12

9 0.0917 *
10 0.1651
0,2252 + 0,1559 + 0,0668 + 0,0134 11/0.2252
12 0.2252
04013 . . . 13/0.1559
0 ° 10 15 114]0.0668

p=11.25 oc=1.6771 [15/0.0134 |,

P(X212) = P(X=12) + P(X=13) + P(X=14) + P(X=15)

12

12

n 15 p 0.75
1 /H[H
P( 12 <X)= 04613
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8.4.4 Bestimmung einer Intervallwahrscheinlichkeit P(r < X <s)

Beispiel:

'‘Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 3/4 als Bruch eingeben
Anzahl Treffer: k= 12

P(E)=B(n; p; k) =P(X=k ) =

2

[ om—
~ =

-~
—

=
=
o
'R

[

|

=
N/
=
-~

I12

15 12 3 12 3
{ } . [0,75 } . [ 0,25 ] = 455 [ 0,75 ] . [ 0,25 ] = 00,2252
12

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten

Verteilung Statistik
Bestimmung einer Intervallwahrscheinlichkeit P(r<X<s) kK PX=K)
8 |0.0393 "
r= 9 s= 12
9 |0.0917
P(9sX<12) = P(X=9) + P(X=10) + P(X=11) + P(X=12) Jof )]
11)0.2252
= 00,0917 + 0,1651 + 0,2252 + 0,2252 . . 12]0.2252
0 ° 10 15 113/0.1559
= (,7073 M=1125 o=16771 |14|0.0668 |,
n 15 p 0.75 "
P( 9 =X=/12 )= 0.7073
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Ubung:

Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 3/4 als Bruch eingeben
Anzahl Treffer: k= 10

o-emswewens ][] )L )

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten
Bestimmung einer Intervallwahrscheinlichkeit P(r<X<s)

r= 8 5= 10

12

P(8<X<10)

12

Ii2
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Bernoulli-Formel

Ziehungen: n= 15
Trefferwahrscheinlichkeit.: p= 3/4 als Bruch eingeben
Anzahl Treffer: k= 10

12

k n-k 10 5
n 15
P(E)=B (n; p; k) =P(X=k ) = [J : H -[1—@ LJ -[0,75}-[0,25} ~

Berechnung von kumulierten Wahrscheinlichkeiten
Bestimmung einer Intervallwahrscheinlichkeit P(r<X <s)
r= 8 s= 10

P(8<X<10) = P(X=8) + P(X=9) + P(X=10)

12

0,0393 + 0,0917 + 0,1651

12

0,2962

10 5
3003 [ 0,75 } - [ 0,25 } =

0,1651

Verteilung Statistik

P(X =k)
0.0393 *

0.0917

10

0.1651

11

0.2252

0 5 10 15

u=11.25 o=16771

12

0.2252

13

0.155%

14

0.0e68 |,

n |15 p 0.75

1H E

P(/8 <X <10 )= 0.2962
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8.4.5 Bestimmung einer Mindestzahl n von Versuchen

Beispiel:

Bestimmung der Linge einer Bernoulli-Kette (mindestens-mindestens-mindestens-Aufgabe)

Frage:

Ansatz:

0 n
-+ 0,2500 - 0,7500

Wie oft muss ein Bernoulli-Versuch ( mit einer Trefferwahrscheinlichkeit p = 1/4 )

als Bruch

mindestens durchgefihrt werden, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von

mindestens  90,00% mindestens ein Treffer erzielt wird.

B(n; 0,25; 0) < 0,1

1A

0,1

0,7500"

[

0,1
In( 0,7500" )< In{ 0,1
n-In{ 0,7500 )< In{ 0,1

n = 8,003923

)
)

| P( X=1 ) wird mit Hilfe der Gegenwahrscheinlichkeit dargestellt.

[ -1
| - (-1) ; Relationszeichen dreht sich um.

| P( X=0) wird durch B(n; p; k) ersetzt.

| In()
| Anwendung eines Logarithmus-Gesetzes

| :In( 0,7500 ); Relationszeichen dreht sich um,
da durch negative Zahl dividiert wird.
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Ubung:

Bestimmung der Linge einer Bernoulli-Kette (mindestens-mindestens-mindestens-Aufgabe)
Frage: Wie oft muss ein Bernoulli-Versuch ( mit einer Trefferwahrscheinlichkeit p =
mindestens durchgefuhrt werden, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von

mindestens  99,00% mindestens ein Treffer erzielt wird.

1/2
als Bruch
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Bestimmung der Linge einer Bernoulli-Kette (mindestens-mindestens-mindestens-Aufgabe)

Frage:

Wie oft muss ein Bernoulli-Versuch ( mit einer Trefferwahrscheinlichkeit p = 1/2 )

als Bruch

mindestens durchgeflihrt werden, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von

mindestens

Ansatz:

(

n
0

) . 0,5000° -

n .

In(

In(

P(X21) 2
1-P(X=0) 2
-P(X=0) 2

P(X=0) <

B(n; 0,5;0) <

n
0,5000

14

0,5000" <
0,5000" ) <
0,5000 )<

n =

99,00%

0,99
0,99
-0,01
0,01

0,01

0,01

0,01
In( 0,01 )
In( 0,01 )

6,643856

mindestens ein Treffer erzielt wird.

| P( X=1 ) wird mit Hilfe der Gegenwahrscheinlichkeit dargestellt.

[ -1
| - (-1) ; Relationszeichen dreht sich um.

| P( X=0) wird durch B(n; p; k) ersetzt.

| In()
| Anwendung eines Logarithmus-Gesetzes

| :In( 0,5000 ); Relationszeichen dreht sich um,
da durch negative Zahl dividiert wird.
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8.5 Eigenschaften der Binomialverteilung

8.5.1 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung (siehe S. 150) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (siehe S. 64), deren
Wahrscheinlichkeiten mit der Bernoulli-Formel (siehe unten) errechnet werden.

Mithilfe des Wahrscheinlichkeitsrechners von GeoGebra Classic (Download hier)

Q GeoGebra Classic 5

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

% .A /.g- Algebra Strg+Umschalt+A
: ¥ “r - Tabelle Strg+Umschalt+S |
b Algebra Ix cas Strg+Umschalt+K |

@ Grafik Strg+Umschalt+1

@ Grafik 2 Strg+Umschalt+2

‘ 3D Grafik Strg+Umschalt+3

_ Konstruktionsprotokoll Strg+Umschalt+L

. Wahrscheinlichkeitsrechner Strg+Umschalt+P

kann die Binomialverteilung (z.B. fir n = 10 und p = 0,5) graphisch dargestellt werden:

Verteilung Statistik
k PX=k)
0 |0.001
1 10.0098
2 10.0439
3 |0.1172
4 10.2051
5 |0.2461
6 |0.2051
7 101172

) 8 |0.0439
10 9 |0.0098
p=5 o=15811 | 10/0.001
E‘Binomial v‘
n1i  po05
Po Jsxsio =1
k n-k
_ n
Bernoulli-Formel: P(X=k )= : p 1 1-p
k
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8.5.2 Einfluss der Trefferwahrscheinlichkeit p auf die Binomialverteilung

Beispiele: Die Kettenlange n = 10 wird nicht verandert. Fiir die Trefferwahrscheinlichkeit p werden drei unterschiedliche Werte angenommen.

Beispiel 1: p=0,5

Verteilung Statistik

Beispiel 2: p=0,25

Verteilung Statistik

Beispiel 3: p=10,75

Verteilung Statistik

k PX=k) k P(X=k) k PX=k)
0 |0.001 0 |0.0563 0o
1 0.0098 1 |0.1877 1|0
2 0.0439 2 (02816 2 (0.0004
3 01172 3 10.2503 3 10.0031
4 0.2051 4 [0.145 4 |0.0162
5 10.2461 5 10.0584 5 |0.0584
6 0.2051 6 |0.0162 6 0.146
7 0.1172 7 10.0031 7 10.2503
8 10.0439 8 10.0004 8 0.2816
6 B 10 |9 0.0098 B o |9 |0 0 2 5 B 10 |9 |0.1877
p=5 o=15811 |10/0.001 u=25 o=1.3593 |10/0 p=75 o=13693 |10/ 0.0563
E|Binomial ¥ | E|Binomial v | E|Binomial 5 |
nio |pos | n1 |po2s | n1 |po7s |
1HH 1B E AEH
P(0 <X <10 y=1 P(0 <X <10 =1 P( 0 <X<10 )= 1
Beobachtungen:

e Je groRer die Trefferwahrscheinlichkeit p ist, desto weiter rechts liegt das Maximum der Verteilung.

e Fir p=0,5 ist die Verteilung symmetrisch.

e B(n; p) und B(n; 1-p) sind spiegelsymmetrisch zueinander.
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8.5.3 Einfluss der Kettenlange n auf die Binomialverteilung

Beispiele: Die Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,5 wird nicht verandert. Fir die Kettenlange n werden vier unterschiedliche Werte angenommen.

Beispiel 1: n=10 Beispiel 2: n=4 Beispiel 3: n=1
n=10 n=4 n=1
| @ . .
p=05 08 p=05 08 p=05
L . L
05 05 0F
04 04 op
03 03 op
02 02 op
0.1 0-1 oft
0 2 4 6 8 10 a 2 4 B 8 10 0 2 4 B 8 10
grofRte Wahrscheinlichkeit: grofite Wahrscheinlichkeit: groflte Wahrscheinlichkeiten:
B(10; 0,5; 5) = 0,2461 B(4;0,5; 2) = 0,375 B(1;0,5;0) = 0,5

B(1;0,5;1) = 0,5

Beobachtung:

Je kleiner die Kettenldange n ist, desto hoher werden die Sdulen der Verteilung. Grund: Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten einer Verteilung ist gleich 1.
Bei geringerer Kettenlange n gibt es weniger Moglichkeiten, auf die sich die Wahrscheinlichkeiten verteilen konnen. (siehe auch Beispiel 4: n = 40)
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Beispiel 4: n=40

06 p=05

05

04

03

02

0

18 20 22 24 26

groflte Wahrscheinlichkeit:
B(40; 0,5; 20) = 0,1254

28

30

32

34

36

38

40
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8.5.4 Erwartungswert einer binomialverteilten ZufallsgrofRe

Bisher bekannt (siehe S. 129) liber eine ZufallsgrofRe und Ihren Erwartungswert war:

Es sei X eine ZufallsgréBe mit der Verteilung

WertevonX‘xl Xo ... Xp
PX=xx) |p1 P2 - pr

Die Zahl
EX)=x1-pr+Xx2-p2+...+X-pr

heit Erwartungswert von X.

Betrachtet man die Binomialverteilung X ~ B(10; 0,25), so kann man den Erwartungswert so
berechnen:

E(X)~ 0-0,0563+1-0,1877+2-0,2816+3-0,2503 Verteilung Statistik

P(X =K)
0.0563
0.1877
0.2816
0.2503
0.146
0.0584
0.0162
0.0031
0.0004

+4-0,146 +5-0,0584 +6 - 0,0162

+7-0,0031+8-0,0004+9-0+10-0

= 25

0 2 4 g 3 10

W o N0 L ke wMNn = O

H=25 o0=1.3693

-
o
o

n (10 p |0.25

Diese Vorgehensweise ist recht aufwendig. Bei einer binomialverteilten Zufallsgré3e X lasst sich
der Erwartungswert jedoch auch sehr leicht tiber folgende Formel berechnen:

EX)=n-p

Im obigen Falle ergibt sichalso E(X) =n-p =10-0,25 = 2,5.

Oft wird fir E(X) auch der griechische Buchstabe p (My) verwendet:
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8.5.5 Standardabweichung einer binomialverteilten ZufallsgroRe *)

Die Standardabweichung o (kleines Sigma) einer binomialverteilten ZufallsgroRe X lasst sich
berechnen durch:

o=0X)=yn-p-(1-p)

Man beachte, dass n - p der Erwartungswert E(X) = W ist.

Die Standardabweichung sagt etwas Uber die Breite der Verteilung aus:

Beispiel 1: EX)=n-p=5-05=2,5 o(X) = \/2,5 -(1-0,5)=1,118
04 n=>5 p=05
L
0.2
i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Beispiel2: E(X)=n-p=50-0,5=25 o(X) =425-(1-0,5) = 3,5355
0.4 n =150 p=05
® L
0.2
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Beispiel3: E(X)=n-p=100-0,5=50 o(X) =,50-(1-05)=5
04 n =100 p=05
L 4 ®
0.2
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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8.5.6 o-Regeln *)

Die Berechnung von Intervallwahrscheinlichkeiten wurde bereits behandelt (siehe S. 163). Fur
groRRe n und breite Intervalle wird dies jedoch sehr aufwandig.

Flr bestimmte Fragestellungen gibt es ein wesentlich einfacheres Verfahren.

Fur eine binomialverteilte ZufallsgroRe X mit dem Erwartungswert E(X) = p und der
Standardabweichung o gilt fiir hinreichend groBe n, sofern g > 3 ist:

lo-Regel: Pu—1lo<X<u+1lo) = 0,680
20-Regel: P(u—20<X<u+20)=0955
30-Regel: P(u—30c<X<u+30)=0997

Mithilfe der Standardabweichung o lasst sich demnach die Wahrscheinlichkeit abschatzen, mit
welcher die Trefferzahl einer Bernoulli-Kette innerhalb eines eines Intervalls liegt, welches ein
Vielfaches von o links vom Erwartungswert u beginnt und ein Vielfaches von ¢ rechts vom
Erwartungswert u endet.
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Beispiel: Eine Miinze (p = 0,5) wird n = 100 mal geworfen. Sei X die Anzahl der Wappen-Wiirfe.

Berechnung von Erwartungswert und Standardabweichung:
E(X)=u=n-p=100-0,5=750

o(X)=+/50-(1-05)=5>3

Anwendung der 1g-Regel:

Linke Intervallgrenze: y — 10 = 50 — 5 = 45
Rechte Intervallgrenze: u + 16 =50+ 5 =55

= P(45 < X <55) = 68%
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 68% wird bei 100 Minzwdrfen 45 bis 55mal Wappen geworfen.

Anwendung der 20-Regel:

Linke Intervallgrenze: u — 20 = 50 — 10 = 40
Rechte Intervallgrenze: u + 20 = 50 + 10 = 60

= P(40 < X <60) = 95,5%
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95,5% wird bei 100 Minzwirfen 40 bis 60mal Wappen geworfen.

Anwendung der 30-Regel:

Linke Intervallgrenze: y — 30 = 50 — 15 = 35
Rechte Intervallgrenze: u + 30 = 50 + 15 = 65

= P(35<X <65)%=99,7%

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,7% wird bei 100 Minzwirfen 35 bis 65mal Wappen geworfen.

Probe mit GeoGebra-Rechner:

20 40 0 50
u=50 o=5
n100 [plo5s |
AEHE
P( 45 <X < 55 )= 0.7287
20 HE !E 50
=50 o=5
n100 [plos |
AHEE
P( 140 <X < 60 )= 0.9648
20 'ﬂg EE- B0
=50 c=5
n100 [plos |
AHE
P( 35 <X <65 )= 0.9982
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Ubung: Beispiel: Eine Miinze (p = 0,5) wird n = 1000 mal geworfen. Sei X die Anzahl der Wappen-Wiirfe.
1. Berechnen Sie den Erwartungswert u und die Standardabweichung o.

2. Wenden Sie die o-Regeln an.

3. Uberpriifen Sie die Werte mit dem GeoGebra-Wahrscheinlichkeitsrechner.
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A

200

400 500 800
M=500 o=15.8114

n 1000 | p |05
P( 484 <X < 516 )= 0.7033
200 400 A 00 a00
H=500 o=15.8114
n 1000 |p 05
P( 468 <X < 532 )= 0.9602
200 400 00 g00
U=500 o=15.8114
n 1000 |p 05
P( 453 < X < 547 )= 0.9974
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9 Komplexe Ubungen

9.1 Ubung 1 (blaue Kugeln in Kisten)

& 3. Clementine mochte — ohne reinzuschauen — einen Ball aus
einer der folgenden fiinf Kisten nehmen. Auf jeder Kiste steht, wie
viele rote und blaue Bille darin enthalten sind. Bei welcher Kiste
ist die Wahrscheinlichkeit am groBten, dass Clementine einen
blauen Ball herausnimmt?

(A) 10 blaue, 8 rote (B) 6 blaue, 4 rote (©) 8 blaue, 6 rote

7 blaue, 7 rote 12 blaue, 9 rote

(E)
Quelle: Kanguruwettbewerb 2017, 11/13, Aufgabe 8,

https://www.mathe-kaenguru.de/chronik/aufgaben/

47

47 Aus: Warmuth, E.: Komplexe Ubungen, 2020, S. 4
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9.2 Ubung 2 (Verteilung von Einsatzen fiir ein faires Spiel)

& 4. Jemand wettet, dass bei einem 20fachen Wurf einer
Laplace-Miinze 10mal Zahl erscheint. Wie miissen die Einsitze
verteilt sein, damit die Wette fair ist?

48

8 Aus: Warmuth, E.: Komplexe Ubungen, 2020, S. 5
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welchen er nicht zurick erhalt
im Gewinnfall

Die ZufallsgroRe A gibt die Auszahlung an.

3 a 0

P(A=a)| 0,1800 | 0,8200

Berechnung der erwarteten Auszahlung E(A):

E(A)= a-0,18+0-0,82

Fir ein faires Spiel muss gelten: Erwartbare Auszahlung - Spieleinsatz =0
E(A)-e=0

Der Einsatz e muss also der erwarteten Auszahlung E{A) entsprechen.
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welchen er im Gewinnfall zusammen mit

dem Einsatz von Spieler 2 zurlick erhalt.

welchen er im Gewinnfall zusammen mit

dem Einsatz von Spieler 1 zurick erhalt.

9.3 Ubung 3 (Wiirfeln mit einem normalen und einem Spezialwiirfel)

& 5. Diego hat einen Spielwiirfel mit den Augenzahlen 1, 2, 3, 4,
5, 6. Philipps , Spezialwiirfel“ tragt die Augenzahlen 2, 2, 2, 5, 5,
5. Jeder der beiden wiirfelt mit seinem Wiirfel. Wer die hohere
Augenzahl wiirfelt, gewinnt, und bei gleicher Augenzahl gewinnt
keiner von beiden. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass Philipp
gewinnt?

Quelle: Kanguruwettbewerb 2015, 11/13, Aufgabe 21, https://www.mathe-kaenguru.de/chronik/aufgaben/

49

49 Aus: Warmuth, E.: Komplexe Ubungen, 2020, S. 6
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9.4 Ubung 4 (Bundesliga-Spieltag)

& 6. An einem Spieltag in der 1. Bundesliga fielen folgende
Anzahlen von Toren:

213‘0‘2‘0‘4‘2‘1

3(112|0]2]2

a) Berechnen Sie die relative Hiufigkeit des Ereignisses A: Es
fielen mindestens 2 Tore.

b) Berechnen Sie das arithmetische Mittel und den Median der
Anzahl der Tore.

¢) Wie wiirde sich das arithmetische Mittel andern, wenn die eine

Mannschaft 8 statt 4 Tore geschossen hitte? Wie wiirde sich

in diesem Fall der Median dndern?

50

Hinweis:

Es sind die Tore pro
Mannschaft (und
nicht die Tore pro
Spiel) zu betrachten.

5050 Ays: Warmuth, E.: Komplexe Ubungen, 2020, S. 7
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Arithmetisches Mittel X (Durchschnitt) - Berechnung uber absolute Haufigkeit:

+1-4+2-3+7-2+5-1+3-0 .
18

1,611

¥ =

jofojofafajafafa]2]afalaf2f2a]2]3[3]4]

Median (Lage):
Untermedian (Lage): X
Obermedian (Lage): X

Arithmetisches Mittel X (Durchschnitt) - Berechnung tber absolute Haufigkeit:

18

Median (Lage):
Untermedian (Lage): X
Obermedian (Lage): X
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9.5 Ubung 5 (Augenfarbe von Vater und Sohn)

& 11. Von Francis Galton (1822-1911) stammt eine Untersuchung
der Augenfarbe von 1000 Vitern und je einem ihrer Séhne. Mit V:
»Vater hellaugig” und S: ,Sohn hellaugig” fand er folgende
Anzahlen:

)
V| 471 151
V | 148

a) Ergdnzen Sie die Tabelle, erstellen Sie ein vollstindige
Vierfeldertafel der Wahrscheinlichkeiten (Schatzwerte aus den
Beobachtungsdaten).

b) Berechnen Sie P(V) und P(S).

c) Wie groB ist der Anteil der hellaugigen Schne unter den
helldugigen Vitern?

d) Beurteilen Sie die Unabhingigkeit von V' und S.

51

51 Aus: Warmuth, E.: Komplexe Ubungen, 2020, S. 10
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S S Summe
/4 471 151 622
v 148 230 378
Summe 619 381 1000
S S Summe
|4 0,471 0,151 0,622
v 0,148 0,230 0,378
Summe 0,619 0,381 1

9.6 Ubung 6 (Umwandlung einer Vierfeldertafel in ein Baumdiagramm)

Ubersetzen Sie die Vierfeldertafel in ein Baumdiagramm:

B B
A P(ANnB)= 0471 |P(ANB) = 0,151 P(A) = 0,622
A |P(AnB)x~ 0148 |P(AnB)=~ 0,23 P(A) = 0,378
P(B) = 0,619 P(B) = 0,381 PQ)= 1




B B
A P(ANB) = 0,471 | P(ANB) = 0,151 P(A) = 0,622
A |P(AnB)= 0,148 |P(AnB)= 0,23 P(A) = 0,378
P(B) = 0,619 P(B) = 0,381 P)= 1
— x —
| |
P(A) = 0,622 P(A) = 0,378
| |
_ A — — A
| |

P, (B) = 0,7572 py(B) = 0,2428
|

Px(B) = 0,3915 pz(B) = 0,6085
| |

B B B B
P(ANB) = 0471 P(ANB) = 0,151 P(ANB) = 0,148 P(ANB) = 0,23
R— x _
| |
P(B) = 0,619 P(B) == 0381
| |
_ B — _ B
| |

Pz(A) = 0,7609 Ps(A) = 0,2391
| |
A A

P(BNA) =

0,471 P(BNA) =~ 0,148

Pg(A) = 0,3963 Pg(A) =~ 0,6037

| |

A A

P(BNA) = 0,151 PBNA)= 023

9.7 Ubung 7 (Verteilung einer ZufallsgroRe, Einsatz fiir faires Spiel)

a) Geben Sie die Verteilung der ZufallsgroBe X — Gewinn an.

b) Bestimmen Sie fairen Einsatz fiir einen Griff in die Urne.

& 17. In einer Urne liegen vier Kugeln. Sie tragen die Zahlen 1, 2,
3 bzw. 4. Es diirfen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen
herausgenommen werden. Die Summe der auf den Kugeln
stehenden Zahlen wird als Gewinn in € ausgezahlt.

52

52 Aus: Warmuth, E.: Komplexe Ubungen, 2020, S. 16
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a, 3 4 5 6 7
P(A=2a) 1/6 1/6 1/3 1/6 1/6

Berechnung der erwarteten Auszahlung E(A):
E(A)= 3-0,1667 +4-0,1667 +5-0,3333 +6-0,1667 + 7 - 0,1667
~ 5
Flr ein faires Spiel muss gelten: Erwartbare Auszahlung - Spieleinsatz =0
E(A)-e=0
Der Einsatz e muss also der erwarteten Auszahlung E(A) entsprechen.

= e=5

9.8 Ubung 8 (Vierfeldertafel mit unabhingigen Ereignissen)

& 26. Von der 4-Felder-Tafel mit unabhangigen Ereignissen A und

B sind die zwei Zahlen wie in der Abbildung vorgegeben.
Berechnen Sie P(A) und P(B) und vervollstandigen Sie die Tafel.

B | B
0401

D>

53

53 Aus: Warmuth, E.: Komplexe Ubungen, 2020, S. 24
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B B
A PANB)= 04 P(AnB) = 0,1 P(A)= 05
A |PAnB)z 04 |PANB)x= 01 PA) = 05
P(B)= 0,8 PB)= 0,2 P()= 1

9.9 Ubung 9 (mindestens eine rote Kugel ziehen)

In einem GefaR befinden sich 10 blaue und 5 rote Kugeln. Es 4mal gezogen, ohne dass die Kugel
zurlickgelegt wird. Wie grol$ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens eine rote Kugel

gezogen wird?
Tipp: Zeichnen Sie zur Veranschaulich ein unvollstandiges Baumdiagramm.
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Anzahl der Ziehungen:

Anzahl der Moglichkeiten:

Moglichkeiten:
Anzahl:

Anzahl gesamt:
Mit Zurlicklegen/Wdh.:

[] Rechnungen ausblenden
[] Ergebnisse ausblenden

4

2

blau rot
10 5

15

|ne\'n_v

Ereignis E: Alle ausgewahlten Pfade

P(E) = 11/13

=

0,8462

E
1|5
_ blau -~
| |
£l =l
1|4 1|4
blau _ rot
I I |
8 El e
1|3 1|3 1|3
blau rot _ blau
| | | | I |
z EX 8 4 8 4
12 1|2 1|2 12 1|2 12
blau rot blau rot blau rot
2 10 10 5 10 5
13 91 91 91 91 91

[ —

15

rot

blau rot

273 273
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9.10 Ubung 10 (Ligendetektor)

800 Personen werden einem Ligendetektor-Test unterzogen. Der Liigendetektor erkennt mit einer
Wahrscheinlich von 80%, wenn eine Person lligt. Wenn sie nicht ligt, erkennt er dies mit einer
Wahrscheinlichkeit von 60%. Von den 800 Personen liigen 200.

a) Stellen Sie die Situation mit einem Baumdiagramm dar.

b) Wie grold ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Liigendetektor bei einer zufallig ausgewahlten
Person anzeigt, dass sie nicht lligt? (Es geht nur um die Anzeige des Detektors.)

c) Beurteilen Sie die Brauchbarkeit des Liigendetektors.

Hinweis: Wahlen Sie folgende Bezeichnungen fiir die Ereignisse:

A: Die Person llgt.
B: Der Ligendetektor zeigt eine Liige an.
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Lésung 10:

zu a)

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person lugt, liegt bei P(A) = % - i =0,25.
Wenn eine Person lugt, erkennt der Detektor dies mit einer Wahrscheinlichkeit von 80% = 0,8 .

Wenn eine Person nicht lligt, zeigt der Ligendetektor mit einer Wahrscheinlichkeit von 60% = 0,6
an, dass sie nicht lugt.

Hieraus ergibt sich folgendes Baumdiagramm:

P(A) = - P(E)g-

I A T I A T
Py(B) = _ PA(B) = _ Pz(B) E_ Pz(B) =
B B B

P(ANB)= 02  PMANB)= 005 P@AnNB)= 03  PANB)= 045

zu b)

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Liigendetektor bei einer zufallig ausgewahlten Person anzeigt,

dass sie nicht llgt ist
P(ANnB)+ P(A NnB) =0,05+0,45=0,5.

Der Lugendetektor zeigt also in 50% aller Falle keine Liige an. In diesen angezeigten Fallen sind
sowohl die Falle enthalten, in denen tatsachlich nicht gelogen wurde, als auch die Falle, in denen
gelogen wurde, der Detektor es aber nicht erkannt hat.

Zu c)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Liigendetektor das Richtige anzeigt, also bei einer Liige
tatsachlich eine Liige und bei keiner Llge keine Luge, liegt bei 0,2 + 0,45 = 0,65. Die Sicherheit fir
ein richtiges Ergebnis liegt also bei 65%.
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